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Zusammenfassung
Die erste Generation von Sternen im Universum, die hypothetischen Population-III-Sterne,
sollten sich aus reinem Wasserstoff-Helium-Gas frei von schweren Elementen gebildet haben.
Die (quasi-)hydrostatische Entwicklung dieser Sterne wird im Massenbereich 15M

–150M

untersucht, angefangen von der Vorhauptreihe bis zum Ende des Hauptreihenstadiums.
Wegen der anfa¨nglichen Abwesenheit von CNO-Elementen sowie der geringen Effizienz
des pp-Brennens erreichen alle massereichen Population-III-Sterne die Hauptreihe im Ver-
gleich zu
”
normalen“ Sternen als deutlich kompaktere und heißere Objekte. Population-III-
Sterne mit Massen oberhalb von 30M

kontrahieren bis zu Zentraltemperaturen von 108K,
produzieren im 3-Prozess Kohlenstoff und lassen sich im Modus des heißen CNO-Brennens
auf der Hauptreihe nieder. Population-III-Sterne im Bereich 15M

–30M

erreichen die
Hauptreihe im pp-Brennen, doch u¨bernimmt auch hier der CNO-Zyklus noch im Hauptrei-
henstadium die Energieproduktion .
Die hohe Temperatur dieser Sterne fu¨hrt zur Koppelung der konvektiven Mischungszeit-
skala mit den Zeitskalen der Protoneneinfa¨nge und der -Zerfa¨lle im CNO-Zyklus. Das
Mischen kann nicht mehr als instantan innerhalb der Konvektionszonen angenommen wer-
den. Ein neu entwickelter Sternentwicklungscode, der auf dem Softwarepaket LIMEX auf-
setzt, integriert die Sternaufbaugleichungen zusammen mit einem zeitabha¨ngigen Kernreakti-
onsnetzwerk, zeitabha¨ngigem Mischen und einer zeitabha¨ngigen Konvektionstheorie erstmals
vollsta¨ndig gekoppelt und implizit.
Die verbesserte Modellierung der Kernreaktionen und des Mischens wirkt sich nur in der
ra¨umlichen Verteilung der CNO-Elemente aus, die 10%–20% von einer homogenen Durchmi-
schung abweicht. Die verwendete zeitabha¨ngige Konvektionstheorie fu¨hrt in allen Modellen
zu gro¨ßeren Konvektionszonen im Vergleich zu bestehenden Rechnungen. Daraus resultieren
la¨ngere Lebensdauern auf der Hauptreihe und gro¨ßere Heliumkerne mit mo¨glichen Auswir-
kungen auf die Endstadien dieser Sterne und die Metallanreicherung der folgenden Sterngene-
rationen.
Abstract
The first generation of stars in the universe, the hypothetical Population III stars, are believed
to have formed out of pure hydrogen-helium gas with negligible amounts of heavy elements.
The (quasi-)hydrostatic evolution of these stars in the mass range 15M

–150M

is studied
starting from the pre-main sequence until the end of the main-sequence phase.
Compared to “normal“ stars, both the initial absence of CNO elements and the small tem-
perature dependence of pp burning lead to more compact and hotter objects on the main se-
quence for all massive Population III stars. Above 30M

, Population III stars contract to cen-
tral temperatures of 108K, produce carbon via the 3 process and settle on the main sequence
in the mode of hot CNO burning. In the range of 15M

–30M

the main sequence is reached
with pp burning but even in these cases CNO-burning takes over during the main-sequence
phase.
The hot temperature of these stars leads to the coupling of the convective mixing timescale
and the timescales of proton capture and -decay reactions of the CNO-cycle. The assumption
of instantaneous mixing across convective regions is not fulfilled. For the first time, a newly
developed stellar evolution code utilizing the sofware package LIMEX integrates the stellar
structure equations together with a time-dependent nuclear reaction network, time-dependent
mixing and a time-dependent theory of convection fully coupled and implicitly.
The improved modeling of nuclear reactions and mixing only changes the spatial distribu-
tion of CNO elements that deviates 10%–20% from homogeneity. In all models the employed
time-dependent theory of convection leads to larger convection zones compared to other work.
This results in longer main-sequence lifetimes and larger helium cores with possible conse-
quences for the final stages of these stars and the metal feedback for successive generations of
stars.
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1Einleitung
Im modernen kosmologischen Weltbild der Urknalltheorie durchlebte unser Univer-
sum eine Phase der Dunkelheit: Zwischen der Entkoppelung von Materie und Pho-
tonen bei einer Rotverschiebung von z  1000 und der Bildung der ersten Objekte
bei z > 6 enthielt das Universum kein sichtbares Licht. Diese ¨Ara wird als Zeitalter
der kosmischen Finsternis (engl.: cosmic dark ages) bezeichnet. Die wesentliche Fra-
ge, wann und wie die kosmische Finsternis endete, ist noch offen (Rees, 2000), doch
scheint die Beantwortung mit wissenschaftlichen Methoden aufgrund der Erfolge in
der Beobachtungstechnik, die einen immer tieferen Blick in die Vergangenheit unseres
Universums zula¨sst, sowie einem besseren theoretischen Versta¨ndnis auf den Gebie-
ten der Strukturbildung, Galaxienentstehung, Sternentstehung und Sternentwicklung
mo¨glich zu werden.
Es ist eine weit verbreitete Meinung, dass die kosmische Finsternis von den ersten
im Universum entstandenen Sternen unterbrochen wurde. Eine andere Mo¨glichkeit
besteht darin, dass im Verschmelzungsprozess zweier Protogalaxien entstandene Ak-
tive Galaktische Kerne (AGN) sich noch vor den ersten Sternen bilden konnten. Un-
abha¨ngig davon, ob der erste AGN vor dem ersten Stern entstanden ist oder umgekehrt,
markiert die Bildung der ersten Sterne ein Ereignis in der kosmischen Entwicklung hin
zu einer Struktur, wie wir sie heute am Himmel sehen. Wodurch unterscheidet sich die
Entstehung und Entwicklung der ersten Sterngeneration von der folgenden? Wenn es
richtig ist, dass beim Urknall nur Elemente bis Lithium synthetisiert werden (z.B. Oli-
ve, 2000), dann mu¨ssen sich die ersten Sterne frei von schweren Elementen und Staub
gebildet haben. Dieser Mangel an schweren Elementen hat direkte Auswirkungen auf
den Kollaps primordialer Wolken hin zu stellaren Dichten, der nur dann erfolgen kann,
wenn die Wolke in der Lage ist zu ku¨hlen. In Abwesenheit schwerer Elemente kann
sich kein Staub bilden, der ein sehr gutes Ku¨hlagens darstellt, und die Ku¨hlung der pri-
mordialen Wolken muss durch molekularen Wasserstoff oder seine deuterierte Form
erfolgen, die einen sehr ineffizienten Ku¨hlmechanismus darstellen. Folglich sollten
nur sehr massereiche Wolken Jeans-instabil werden und zu stellaren Dichten kolla-
bieren ko¨nnen. Dies legt die Vermutung nahe, dass die erste Generation von Sternen
ausschließlich aus massereichen Sternen besteht. Obwohl auch dieses Argument durch
ein besseres Versta¨ndnis des Fragmentationsprozesses relativiert werden ko¨nnte, bildet
es hier eine Motivation fu¨r die Untersuchung massereicher primordialer Sterne.
Nicht nur die Phase des Kollapses, auch die Sternentwicklung selbst wird mit einer
primordialen Elementmischung einen anderen Lauf nehmen. Auswirkungen auf die
Opazita¨t und damit die Sternstruktur in radiativen Sternzonen sind zu erwarten. Bei
massereichen Sternen steht zudem der CNO-Zyklus als nukleare Energiequelle nicht
zur Verfu¨gung, da die Elemente Kohlenstoff, Stickstoff und Sauerstoff fehlen. Ezer
(1961) erkannte, dass dies zu heißeren Hauptreihensternen fu¨hren muss. Derselbe
Autor konnte zeigen, dass manche dieser Sterne sogar so heiß werden, dass sie im
3-Prozess ihren Kohlenstoff selbst bilden und sich so den Modus des CNO-Brennens
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erschließen ko¨nnen.
Diese zeitabha¨ngigen Bildungsmechanismen der Katalysatorelemente in primor-
dialen Sternen quantitativ zu beschreiben, bildet die urpspru¨ngliche Aufgabenstellung
dieser Arbeit. Eine detaillierte, zeitabha¨ngige Modellierung der Kernreaktionen allei-
ne reicht jedoch fu¨r die Beantwortung dieser Frage nicht aus. Ebenso wichtig ist eine
zeitabha¨ngige Beschreibung des konvektiven Mischens, welches den frisch produzier-
ten Kohlenstoff auch in ho¨herliegende Schichten transportieren kann, die zu kalt fu¨r
eine eigene Kohlenstoffbildung sind.
In Kapitel 1 werden Sternaufbaugleichungen, von gundlegenden Erhaltungssa¨tzen
ausgehend, hergeleitet, welche die Wechselwirkungsmechanismen von Kernreaktio-
nen, Mischen und mechanischer wie thermo-energetischer Sternstruktur in konsisten-
ter Form beschreiben. Das verwendete numerische Verfahren, das eine Koppelung al-
ler modellierten Prozesse ermo¨glicht und sowohl in einfachen Einzonen-Rechnungen
als auch in den Simulations-Rechnungen zum Einsatz kommt, wird in Kapitel 2 vor-
gestellt. Die Bedeutung einzelner Kernreaktionen sowie mo¨gliche Wechselwirkungen
mit dem konvektiven Mischen werden in Kapitel 3 noch losgelo¨st vom System Stern
untersucht, jedoch unter Bedingungen, wie sie in massereichen primordialen Sternen
auftreten ko¨nnen. In Kapitel 4 werden die Ergebnisse der Simulationsrechnungen
vorgestellt, die die Entwicklung primordialer Sterne im Massenbereich von 15M

–
150M

verfolgt, beginnend von der Vorhauptreihe bis zum Ende des Hauptreihen-
stadiums. Daran schließt sich in Kapitel 5 eine zusammenfassende Diskussion der
Ergebnisse an. Eine Abhandlung u¨ber die korrekte Form der Energiegleichung in Ster-
nen ist in Anhang A zu finden. In Anhang B sind die in den numerischen Simulationen
verwendeten Reaktionsraten der Kernreaktionen tabelliert. Schließlich werden in An-
hang C alle verwendeten Symbole aufgelistet, wie sie in den Formeln dieser Arbeit
auftreten.
Der in dieser Arbeit ha¨ufig verwendete Begriff des Population-III-Sterns soll noch
na¨her pra¨zisiert werden. Hier bezeichnet dies einen Stern, der sich aus Gas bildet, das
im Wesentlichen aus Wasserstoff und Helium besteht mit einem Anteil an schweren
Elementen von Z < 10 12.
31 Sternaufbau
In diesem Kapitel werden die grundlegenden Gleichungen fu¨r den inneren Sternaufbau
abgeleitet. Abweichungen von der Standardtheorie des Sternaufbaus betreffen erstens
die Energiegleichung, die um die korrekte Zeitabha¨ngigkeit des Molekulargewichts er-
weitert wurde. Zweitens wird die Konvektion in dieser Arbeit mit einer zusa¨tzlichen
zeitabha¨ngigen Gleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie modelliert. Drittens
wird das Mischen der Elemente in konvektiv instabilen Zonen als ein zeitabha¨ngiger
Diffusions-Prozess behandelt. Viertens wird ein zeitabha¨ngiges Kernreaktionsnetz-
werk fu¨r die chemische Entwicklung des Modells verwendet, das keine Annahmen
von Gleichgewichten entha¨lt.
1.1 Grundannahmen
Betrachtet wird der Sternaufbau in spha¨rischer Symmetrie. Diese Annahme ist ge-
rechtfertigt, solange der Drehimpuls z.B. durch Akkretion oder Rotation keine ent-
scheidende Rolle spielt. Spektroskopisch gemessene Radialgeschwindigkeiten von 36
O-Sternen (Herrero et al., 1992, 1999) zeigen, dass die projizierten Radialgeschwin-
digkeiten typischerweise bei V
r
sin i = 30 : : : 400 km s 1 liegen. Nach den Entwick-
lungsrechnungen von Meynet & Maeder (2000) haben Radialgeschwindigkeiten dieser
Gro¨ßenordnung Auswirkungen auf alle Sternparameter. Eine zweite wichtige Annah-
me besteht darin, dass diese Sterne bei konstanter Masse entwickelt werden. Auch
hier ist wiederum gerade bei massereichen Sternen der Population I und II bekannt,
dass Masseneinstrom durch Akkretion in der Vorhauptreihen-Phase sowie Massen-
abstrom durch Winde oder Eruptionen in spa¨teren Entwicklungsphasen wichtig sind.
Zumindest der Massenabstrom ko¨nnte bei Population-III-Sternen durch das Fehlen
von Staub und schweren Elementen unterdru¨ckt sein (Kudritzki, 2000). Der prakti-
sche Grund fu¨r diese zwei zentralen Annahmen sind die Vereinfachungen, die daraus
folgen, und zwar sowohl fu¨r die numerische Behandlung des Gleichungssystems als
auch fu¨r das Versta¨ndnis der zugrunde liegenden Mechanismen. Eine weitere wichtige
Annahme, die in diesen Rechnungen immer vorausgesetzt wird, ist die Annahme von
hydrostatischem Gleichgewicht. Diese Annahme ist nicht streng mathematisch aufzu-
fassen (Konvektion z.B. bedeutet eine Abweichung von strikter Hydrostatik), sondern
entspringt einem Zeitskalen-Argument: Wenn die betrachteten Zeitskalen groß sind
gegen die hydrostatische Zeitskala, dann kann sich der Stern immer so adjustieren,
dass das hydrostatische Gleichgewicht erfu¨llt ist. Auch diese Annahme schra¨nkt den
Gu¨ltigkeitsbereich des Modells ein: Kollaps- oder dynamische Pulsations-Prozesse
ko¨nnen hier nicht behandelt werden.
Die Gleichungen fu¨r den inneren Sternaufbau sind ableitbar aus den grundlegen-
den Erhaltungssa¨tzen der Strahlungshydrodynamik fu¨r Masse, Impuls und Energie.
Im allgemeinen Fall mu¨ssen die Erhaltungssa¨tze fu¨r Materie- und Photonengas ge-
trennt formuliert werden. Die Koppelung von Strahlung und Materie geschieht hierbei
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durch die mikrophysikalischen Prozesse von Absorption und Emission. Die Strahlung
wird im inneren Sternaufbau in der grauen Diffusionsna¨herung behandelt, d.h., Gro¨ßen
des Strahlungsfeldes sind u¨ber alle Frequenzen integriert, und die Strahlungstransport-
gleichung wird durch eine Diffusionsgleichung modelliert. Diese Annahme ist in op-
tisch dicken Schichten sehr gut erfu¨llt, nicht jedoch in den optisch du¨nnen Gebieten der
Atmospha¨re. Dennoch wird diese Na¨herung in dieser Arbeit bis zur optischen Tiefe
 = 2=3 verwendet, weil der Einfluss der Randbedingungen in vollradiativen Hu¨llen
auf die Lo¨sung der inneren Sternaufbaugleichungen gering ist.
Unter den genannten Annahmen von spha¨rischer Symmetrie, konstanter Masse
und Hydrostatik sowie der grauen Diffusionsna¨herung fu¨r Strahlung reduzieren sich
die Erhaltungssa¨tze der Strahlungshydrodynamik auf vier Gleichungen, die auch als
Sternaufbaugleichungen bezeichnet werden. Die Atmospha¨re, die die a¨ußeren Rand-
bedingungen fu¨r die Sternaufbaugleichungen liefern muss, wird hier als graue At-
mospha¨re behandelt, wobei die Photospha¨re bei der optischen Tiefe  = 2=3 ange-
nommen wird. Weitere vereinfachende Annahmen, die in den einzelnen Abschnit-
ten eingehender diskutiert werden, sind jene von vollsta¨ndig ionisiertem Gas, einer
Opazita¨t ausschließlich aufgrund von Elektronenstreuung, der Vernachla¨ssigung des
Elektronen-Abschirmfaktors (Screening) bei den Kernreaktionen sowie einer nur teil-
weisen Beru¨cksichtigung von Neutrinoverlusten. Schließlich finden Magnetfelder kei-
ne Beru¨cksichtigung.
1.2 Grundgleichungen
Im Gegensatz zu vielen Lehrbu¨chern, in denen die Sternaufbaugleichungen intuitiv
hergeleitet werden, wird hier ein formaler Zugang gewa¨hlt, der von den dynamischen
Erhaltungssa¨tzen fu¨r kontinuierliche Medien ausgeht. Dieser Weg bietet den Vorteil,
dass klar ersichtlich ist, welche Approximationen gemacht werden und unter welchen
Bedingungen diese Approximationen gu¨ltig sind. Eine Diskussion der dynamischen
Grundgleichungen findet man z.B. bei Mihalas (1997) und Dorfi (1997). Hier wird
ausgegangen von den dynamischen Gleichungen, die Ku¨rschner (1992, 1994) zusam-
mengestellt hat.
1.2.1 Massenerhaltung
Die Massenerhaltung wird durch die Kontinuita¨tsgleichung
D
Dt
+ ru = 0
beschrieben, wobei D=Dt die substanzielle Ableitung bezogen auf das Massenele-
ment,  die Dichte und u die Materiegeschwindigkeit darstellt. Unter der Annahme
von Hydrostatik (siehe unten) kann eine Variable im System eliminiert werden, so-
dass eine Bestimmungsgleichung entfa¨llt. Aus diesem Grund tritt die Kontinuita¨ts-
gleichung in den Sternaufbaugleichungen nicht explizit auf. Die Zahl der Photonen
ist im Gegensatz zur Masse keine Erhaltungsgro¨ße, und deshalb gibt es keine separate
Kontinuita¨tsgleichung fu¨r die Photonenanzahl.
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1.2.2 Impulserhaltung
Die Bewegungsgleichung fu¨r kontinuierliche Medien ist die Eulergleichung. Diese
Gleichung beschreibt die Impulserhaltung der Materie. Mit der Impulsdichte oder
Massenstromdichte u als Erhaltungsgro¨ße schreibt sich die Gleichung im mitbeweg-
ten System mit dem Gasdruck P
gas
, der Opazita¨t , dem Gravitationspotenzial  und
dem ersten Moment des Strahlungsflusses H wie folgt:
D
Dt
(u) + uru+rP
gas
 
4
c
H   r = 0 . (1.1)
Als Quellterme werden der Druckgradient, die Materie-Strahlungswechselwirkung
und die Gravitation beru¨cksichtigt. Die ersten beiden Terme der Eulergleichung (1.1)
sind vom Absolutbetrag her klein gegen die restlichen Terme dieser Gleichung, wenn
die betrachtete Zeitskala groß ist im Vergleich zur hydrodynamischen Zeitskala:

Entw
 
hydr
 (G)
 1=2
.
Hier bezeichnet  eine u¨ber den gesamten Stern gemittelte Dichte. Unter diesen Be-
dingungen reduziert sich die Gleichung zur hydrostatischen Druckgleichung auf
rP
gas
 
4
c
H   r = 0 . (1.2)
Somit ist der Anwendungsbereich dieser Gleichung nicht nur auf den strikt hydro-
statischen Fall u = 0 beschra¨nkt. Die hydrostatische Na¨herung ist immer dann gut
erfu¨llt, wenn die relevante Zeitskala groß gegen die hydrodynamische Zeitskala ist.
Man spricht dann auch von einer quasi-hydrostatischen Entwicklung. Das Gravitati-
onspotenzial wird aus der Poisson-Gleichung
 = 4G
bestimmt. Im spha¨risch symmetrischen Fall kann diese Gleichung einmal integriert
werden, und mit der Definition fu¨r die Massenvariable m := r2G 1@=@r gilt:
@r
@m
=
1
4r
2

. (1.3)
Diese Gleichung ist die erste Gleichung fu¨r den Sternaufbau.
Die Impulsgleichung fu¨r ein Photonengas ist die erste Momentengleichung der
Strahlungstransportgleichung. Fu¨r die folgende Ableitung wird von der Transportglei-
chung in der Formulierung von Castor (1972) ausgegangen. Relativistische Korrek-
turen sind bis zur Ordnung u=c beru¨cksichtigt. Fu¨r ein isotropes Strahlungsfeld in
spha¨rischer Symmetrie gilt:
DH
Dt
+Hru+H
@u
@r
+
c
3
@J
@r
+ cH = 0 . (1.4)
Hier bezeichnet J das nullte Moment des Strahlungsflusses. Die ersten drei Terme
ko¨nnen gegen den fu¨nften vernachla¨ssigt werden, wenn
1
H
DH
Dt
+ 2
u
r
+ 2
@u
@r
 c
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gilt. Eine Abscha¨tzung der Gro¨ßenordnungen mit




1
H
DH
Dt





1

Entw
,




2
@u
@r








2
u
r




2

Entw
fu¨hrt auf eine Bedingung fu¨r die Gu¨ltigkeit der Diffusionsapproximation:

Entw

5
c
= 5
l
ph
c
. (1.5)
Diese reduziert sich mit der Gleichung (1.4) zum (quasi-)stationa¨ren Grenzfall
H =  
1
3
@J
@r
. (1.6)
Diese Gleichung zusammen mit der Definitionsgleichung fu¨r den Strahlungsdruck in
der Eddington-Na¨herung P
rad
= 4J=3c und der Definition des Gesamtdrucks von
P = P
gas
+ P
rad
fu¨hrt mit der spha¨risch symmetrischen, hydrostatischen Druckglei-
chung (1.2) auf die in der Sternentwicklung gebra¨uchliche zweite Gleichung:
@P
@m
+
Gm
4r
4
= 0 . (1.7)
In der hier gewa¨hlten Eddington-Approximation ist J durch die Planckfunktion B ge-
geben, und unter der Annahme von lokalem thermodynamischen Gleichgewicht (LTE)
gilt:
J = B =


T
4
:
Der Strahlungsdruck ergibt sich unter diesen Annahmen in der im Sternaufbau ge-
bra¨uchlichen Form P
rad
= aT
4
=3.
1.2.3 Energieerhaltung
Es lassen sich zwei getrennte Energiegleichungen fu¨r das Photonengas und das Mate-
riegas formulieren. Die Energiegleichung ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik
fu¨r ein Gas, und mit der inneren Energie e als Erhaltungsgro¨ße erha¨lt man:

De
Dt
 
P

D
Dt
+rF
conv
+ 4(
~
S   J)  
nuc
= 0 , (1.8)
wobei 
nuc
den Energiebeitrag durch Kernreaktionen nach Abzug von Neutrinoverlus-
ten und ~S die Quellfunktion der Strahlung bezeichnet. Dies ist die korrekte Form der
Energiegleichung, auch dann, wenn Mischprozesse und ¨Anderungen des Molekular-
gewichts eine Rolle spielen (siehe Anhang A fu¨r eine Diskussion u¨ber die korrekte
Form der Energiegleichung). Der konvektive Fluss F
conv
muss aus einer Theorie fu¨r
die Konvektion bestimmt werden. In dieser Arbeit wird eine zeitabha¨ngige Konvekti-
onstheorie benutzt, bei der F
conv
aus einer weiteren Gleichung fu¨r die turbulente kine-
tische Energie bestimmt wird. Weitere Energiebeitra¨ge entstehen durch die Strahlung
und die Energiefreisetzung durch Kernreaktionen.
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Die Energiegleichung fu¨r das Photonengas bildet die nullte Momentengleichung
der Strahlungstransport-Gleichung. In der Form von Castor (1972) lautet die frequenz-
gemittelte Gleichung unter der Annahme von isotropem Strahlungsfeld in spha¨rischer
Symmetrie:
DJ
Dt
+
4
3
Jru+ crH   c(
~
S   J) = 0 . (1.9)
Wiederum erha¨lt man das statische Diffusionslimit, wenn Bedingung (1.5) gilt, d.h.,
wenn die Entwicklungszeit groß ist gegen die mittlere Freilaufzeit eines Photons:
4(
~
S   J) = 4rH . (1.10)
Zusammen mit der statischen ersten Momentengleichung (1.6) und der Annahme von
LTE la¨sst sich weiter schreiben:
4rH = r

 
4acT
3
3
@T
@r

.
Definiert man den Strahlungsfluss
F
rad
=  
4acT
3
3
@T
@r
(1.11)
und die Leuchtkraft1
l = 4r
2
F = 4r
2
(F
conv
+ F
rad
) , (1.12)
so folgt mit Hilfe der Gleichungen (1.10-1.12) die im Sternaufbau gebra¨uchliche Ener-
giegleichung:

De
Dt
 
P

D
Dt
+ 
@l
@m
  
nuc
= 0 . (1.13)
Mit der Einfu¨hrung der neuen Variablen Leuchtkraft l in das Gleichungssystem
beno¨tigt man eine vierte Gleichung fu¨r den Sternaufbau. Dieser Zusammenhang ist
im Prinzip gegeben durch die Gleichungen (1.11) und (1.12), vorausgesetzt, F
conv
ist
durch eine Konvektionstheorie bekannt. Im Sternaufbau ist eine andere, a¨quivalente
Formulierung der vierten Gleichung, der Transportgleichung, u¨blich:
@ lnT
@m
=
@ lnP
@m
r . (1.14)
Der tatsa¨chliche Temperaturgradient r der Schichtung2 ist dann mit den Gleichungen
(1.11) und (1.12) bestimmt:
r = r
rad
 
F
conv
H
P
k
rad
T
. (1.15)
Die Druckskalenho¨he H
P
, der radiadive Gradient r
rad
und k
rad
sind wie folgt defi-
niert:
k
rad
=
4acT
3
3
, H
P
=  
@r
@ lnP
, r
rad
=
H
P
k
rad
T
l
4r
2
.
1 Ein mo¨glicher Fluss-Beitrag durch Wa¨rmeleitung wurde vernachla¨ssigt.
2
r ist nicht mit dem Differenzialoperator zu verwechseln.
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Die Gleichungen (1.14) und (1.15) sind nur Umformulierungen der Gleichungen (1.11)
und (1.12), dennoch sieht man an ihnen sehr gut die zugrunde liegende Physik: In
Abwesenheit von Konvektion (F
conv
= 0) muss sich die Temperaturschichtung so
einstellen, dass die Energie vollsta¨ndig durch Strahlung transportiert werden kann. Mit
nicht verschwindender Konvektion hingegen wird der Temperaturgradient erniedrigt,
da Strahlung nur noch teilweise den Energietransport leistet. Im Fall von Konvektion in
den tiefen inneren Schichten des Sterns kann man mit der Konvektionstheorie zeigen,
dass sich die Temperaturschichtung einer isentropen Schichtung anna¨hert, also r 
r
ad
gilt mit
r
ad
=

@ lnT
@ lnP

s
.
1.2.4 Konvektionstheorie
In den letzten Abschnitten wurde darauf hingewiesen, dass der konvektive Fluss F
conv
aus einer Konvektionstheorie bestimmt werden muss. In der Sternentwicklung wurde
bisher fast ausschließlich die sogenannte Mischungswegtheorie (MLT) verwendet, die
auf eine Idee von Prandtl (1925) zuru¨ckgeht und deren bekannteste Form von Bo¨hm-
Vitense (1958) entwickelt und verwandt wurde. Die Unzula¨nglichkeiten der MLT wer-
den immer wieder betont (z.B. Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 48) und betreffen
neben der fehlenden Ableitung aus ersten Prinzipien zuvorderst die Beschra¨nktheit
auf stationa¨re Konvektion sowie die Lokalita¨t, die auf das Problem des ¨Uberschießens
(Overshooting) fu¨hrt.
Bei der hier vorliegenden quasi-hydrostatischen Vorhauptreihenentwicklung mas-
sereicher Sterne braucht man eine zeitabha¨ngige Beschreibung der Konvektion, weil
erst wa¨hrend der Entwicklung vollsta¨ndig radiative Zonen konvektiv instabil werden.
Außerdem kommt das hier verwendete numerische Verfahren, das die Sternaufbau-
gleichungen, das Kernreaktionsnetzwerk und das diffusive Mischen vollsta¨ndig ge-
koppelt und implizit lo¨st, nicht mit den abrupten Einschaltvorga¨ngen zurecht, wie sie
ein Schwarzschild- oder Ledoux-Kriterium vorgeben.
Aus diesen Gru¨nden wird in dieser Arbeit eine eindimensionale, zeitabha¨ngige
Konvektionstheorie verwendet, die von Kuhfuß (1986) entwickelt und von Wuchterl
& Feuchtinger (1998) erweitert und erstmals an RR-Lyrae-Pulsationen mit guter ¨Uber-
einstimmung getestet wurde. Das Kuhfuß-Modell bietet viele Vorteile. Die Ableitung
der Gleichungen erfolgt nach einem klaren Schema, bei dem jede Approximations-
stufe sichtbar ist. Das Modell erfordert in der einfachsten Version nur eine weitere
Gleichung, beinhaltet im stationa¨ren Grenzfall das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium
und fu¨hrt in diesem Fall auf die bekannte MLT. Von Wuchterl & Feuchtinger (1998)
werden hier nur die fu¨r die Sternentwicklung wichtigen Erweiterungen u¨bernommen.
Zusa¨tzlich werden alle Terme beru¨cksichtigt, die das chemische Potenzial enthalten
und die von Wuchterl & Feuchtinger (1998) vernachla¨ssigt wurden, obwohl sie im ori-
ginalen Modell von Kuhfuß (1986) vorhanden sind. Um die Theorie so einfach wie
mo¨glich zu halten, werden nicht alle Terme des Kuhfuß-Modells beru¨cksichtigt (siehe
unten).
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Kuhfuß Konvektionstheorie
Im Folgenden werden die Gleichungen der Theorie, die sich stark an Wuchterl &
Feuchtinger (1998) orientieren, nur zusammengestellt. Fu¨r die aufwendigen Herlei-
tungen muss auf die Originalarbeiten von Kuhfuß (1986, 1987) verwiesen werden.
Das Kuhfuß-Modells verfolgt die grundlegende Idee, ausgehend von den hydrodyna-
mischen Gleichungen und Erhaltungssa¨tzen fu¨r die einzelnen Spezies, alle physikali-
schen Gro¨ßen wohldefiniert zu mitteln. Diese Prozedur fu¨hrt zusammen mit inelasti-
schen und diffusiven Approximationen auf Transportgleichungen fu¨r die Spezies und
eine weitere Gleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie !:
D!
Dt
= S
!
 
~
S
!
 
1

rj
t
 
P
t

ru+
1

E
Q
. (1.16)
Die Quellfunktion fu¨r die turbulente kinetische Energie
S
!
=  
T
P
@P
@r
r
ad
 (1.17)
ist die Auftriebskraft, die auch da¨mpfend als Senke auf die Konvektion wirken
kann.  ist dabei die Korrelationsfunktion zwischen Entropie- und Geschwindigkeits-
Fluktuationen:
 =  
s
 !
1=2
 
@s
@r
+
1
T
n 1
X
i=1
 
i
@X
i
@r
!
,
bei der die beiden freien Parameter 
s
und  sowie die Massenkonzentrationen X
i
der
n chemischen Spezies und der chemische Potenzialausdruck  
i
auftreten. Der letzte
Term, der fu¨r die Mischentropie steht, verschwindet beim ¨Ubergang von der Variable
Entropie auf die Variablen innere Energie und Dichte ganz analog zur Herleitung der
Energiegleichung im Anhang A. Die Transformation geschieht mit der gibbsschen
Fundamentalgleichung (A.5) und fu¨hrt auf:
 =  

s
 !
1=2
T

@e
@r
 
P

2
@
@r

. (1.18)
Die Mischungswegla¨nge  kann im hydrostatischen Fall mit der Druckskalenho¨he H
P
und dem Mischungswegparameter 
ML
der MLT ausgedru¨ckt werden (siehe Wuchterl
& Feuchtinger (1998) fu¨r abweichende Fa¨lle):
 = 
ML
H
P
. (1.19)
Die Korrelationsfunktion  geht in der Energiegleichung als konvektiver Enthalpie-
fluss ein:
j
w
= T  ,
der spa¨ter noch mit dem oben definierten konvektiven Fluss F
conv
identifiziert werden
wird. Die Dissipation der turbulenten kinetischen Energie in thermische Energie, in
welcher der freie Parameter c
D
auftritt, wird mit Dimensionsargumenten bewerkstel-
ligt:
~
S
!
= c
D
!
3=2

.
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Wieder fu¨hrt eine Diffusionsna¨herung unter Einfu¨hrung eines weiteren freien Parame-
ters, 
t
, auf die Gro¨ße des turbulenten kinetischen Energieflusses
j
t
= 
t
 !
1=2
@!
@r
hin, der fu¨r den nichtlokalen Charakter der Konvektion verantwortlich ist und der den
Effekt des Overshootings entha¨lt. Dieser Term wurde, um die Konvektionstheorie so
einfach wie mo¨glich zu halten, nicht beru¨cksichtigt. Dies gilt auch fu¨r die noch u¨brigen
Terme, die keinen Einfluss auf die Reproduktion der RR-Lyrae-Lichtkurven haben
(private Mitteilung G. Wuchterl). Dies ist der turbulente Reynolds-Spannungstensor,
der zum einen in einen Spurterm:
P
t
=
2
3
 !
und zum anderen in eine spurfreie viskose Energiedissipation zerfa¨llt:
E
Q
=
4
3

Q

@u
@r
 
u
r

2
.

Q
= 

 !
1=2
ist dabei die kinetische turbulente Viskosita¨t. Die letzten drei Terme j
t
, P
t
und E
Q
gehen nicht nur in der Gleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie ein, sondern
mu¨ssen auch der Energiegleichung hinzugefu¨gt werden, sofern man sie u¨berhaupt
beru¨cksichtigen will. Ein weiterer Term, der den Impulstransfer durch viskose Kra¨fte
beschreibt, muss auf der rechten Seite der Eulergleichung (1.1) hinzugefu¨gt werden:
U
Q
=
1
r
3
@
@r

4
3

Q
r
3

@u
@r
 
u
r

.
Dieser wird hier wegen Nichtberu¨cksichtigung von E
Q
ebenfalls vernachla¨ssigt. Von
Wuchterl & Feuchtingers (1998) Modifikationen ist fu¨r die hydrostatischen, optisch
dicken Konvektionsschichten im Sterninnern nur die Limitierung des turbulenten En-
thalpieflusses wichtig. Im originalen Kuhfuß-Modell kann es vorkommen, dass die
Diffusionsapproximation fu¨r den turbulenten Enthalpiefluss zusammenbricht. Dies
tritt genau dann ein, wenn die mit dem turbulenten Enthalpiefluss verknu¨pfte charak-
teristische Geschwindigkeit
u
D
=
T
w

diejenige der turbulenten kinetischen Energie
u
c
=
r
2
3
!
1=2
u¨bersteigt. Um dieses Problem zu beheben, schlagen Wuchterl & Feuchtinger (1998)
einen Flusslimiter vor, der dafu¨r sorgt, dass die charakteristische Geschwindigkeit des
Enthalpieflusses nicht die der turbulenten kinetischen Energie u¨bersteigt:
 =
w
T
u
c
F
L

u
D
u
c

=
w
T
u
c
F
L

 
p
3=2
s

w

@e
@r
 
P

2
@
@r

,
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Tabelle 1.1: Freie Parameter der Konvektionstheorie
Parameter Standardwert Beschreibung

ML
1:5 Mischungsla¨nge

s
1
2
q
2
3
turbulenter Treiber
c
D
8
3
q
2
3
turbulente Dissipation


turbulente Viskosita¨t

t
0:6093
s
Overshooting-La¨nge

M
1
2
Diffusionsla¨nge
wobei F
L
[x] eine lineare Funktion fu¨r x < 1 und 1 fu¨r x > 1 mit einem stetig dif-
ferenzierbaren ¨Ubergang zwischen beiden Gebieten sein soll. Hier wird der Tangens
Hyperbolicus verwendet:
F
L
[x] =

x x < 0:9
0:9 + 0:1 tanh
 
x 0:9
0:1

sonst
.
Die in der Energiegleichung durch die Konvektion auftretenden Flussterme bestehen in
dieser Theorie aus dem konvektiven Enthalpiefluss j
w
und dem turbulenten kinetischen
Energiefluss j
t
, sodass F
conv
identifiziert werden kann mit:
F
conv
= j
w
+ j
t
.
Wegen der Vernachla¨ssigung des Overshootings ist hier F
conv
= j
w
.
Freie Parameter
Jede makroskopische Konvektionstheorie entha¨lt freie Parameter. Dabei kommt u¨ber
jeden neuen Term in der Konvektionstheorie, der einen physikalischen Prozess mo-
delliert, ein weiterer freier Parameter hinzu. Wie in Tabelle (1.1) zu sehen ist, sind
es in der hier vorgestellten Version sechs freie Parameter, von denen wegen der Ver-
nachla¨ssigung einiger Terme nur vier fu¨r diese Arbeit relevant sind. Neben den aus
der MLT bekannten Parametern Mischungswegla¨nge 
ML
und Diffusionsla¨nge 
M
,
welch letztere als geometrischer Faktor in der Diffusionsgleichung fu¨r die Mischpro-
zesse auftritt, sind dies 
s
und c
D
. Die Werte der letzten beiden Parameter sind festge-
legt, wenn man fordert, dass die Theorie im lokalen statischen Limit in die MLT u¨ber-
geht. Natu¨rlich sollten die freien Parameter u¨ber Vergleiche zwischen Beobachtung
und Theorie, z.B. an Cepheiden, bestimmt werden. Bis diese Vergleiche vorliegen,
ko¨nnen die verbleibenden zwei freien Parameter der Theorie, die identisch sind mit
den beiden freien Parametern der MLT, durch die in der MLT gebra¨uchlichen Werte
festgelegt werden.
1.2.5 Kernreaktions-Netzwerk
Seit der Entdeckung des Tunneleffekts durch Gamow (1928) ist der quantenphysikali-
sche Beweis erbracht, dass bei den hohen Temperaturen und Dru¨cken im Sterninnern
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thermonukleare Reaktionen ablaufen. Die Kernfusionen bilden ein Energiereservoir,
das einen Stern wie die Sonne u¨ber 10 Milliarden Jahre im thermischen Gleichgewicht
halten kann. Die Kernreaktionen koppeln an die Energiegleichung (1.13) u¨ber 
nuc
.
Zusa¨tzlich fu¨hren die Transmutationen der Elemente zu einer ¨Anderung des Mole-
kulargewichts, d.h. zu einer ¨Anderung der Gaseigenschaften selbst. Wenn man nicht
von Gleichgewichten in den Elementkonzentrationen ausgehen kann, dann mu¨ssen die
¨Anderungen der Spezies in einem nichtlinearen System von Gleichungen mitgefu¨hrt
werden. Mit den Teilchendichten n
i
kann man schreiben (z.B. Arnett, 1996):
Dn
i
Dt
=
X
j
c
i
(j)
j
n
j
+
X
j;k
c
i
(j; k) <v>
jk
n
j
n
k
+
X
j;k;l
c
i
(j; k; l) <v>
jkl
n
j
n
k
n
l
. (1.20)
Dieses Gleichungssystem wird auch als Reaktionsnetzwerk bezeichnet. Der erste Term
auf der rechten Seite beschreibt ¨Anderungen der Spezies selbst, z.B. durch -Zerfall,
Elektroneneinfang oder Photodisintegration. Der zweite Term beschreibt Zweier-
Reaktionen wie z.B. Photoneneinfang und der dritte Term Dreier-Reaktionen wie z.B.
die 3-Reaktion. Die Koeffizienten c
i
sind Abku¨rzungen fu¨r
c
i
(j) = N
i
,
c
i
(j; k) = 
N
i
N
j
!N
k
!
,
c
i
(j; k; l) = 
N
i
N
j
!N
k
!N
l
!
,
wobei die N
i
; N
j
; N
k
; N
l
fu¨r die Anzahl der in einer Reaktion vorkommenden Teil-
chen des Typs i; j; k; l stehen und die N
j
!, N
k
!, N
l
! Mehrfachza¨hlungen bei identi-
schen Teilchen verhindern. Bei Produktion der Spezies i ist das Vorzeichen positiv
und bei Destruktion negativ. Mit 
j
wird die Rate der schwachen Wechselwirkung (-
Zerfall, Elektroneneinfang) bzw. die Photodisintegrationsrate bezeichnet. Die <v>
sind die geschwindigkeitsgemittelten Wirkungsquerschnitte im Schwerpunktsystem
der Reaktionspartner.
Die Formulierung (1.20) hat einen großen Nachteil: Wenn Kontraktion oder Ex-
pansion des Gases stattfindet, dann a¨ndern sich die Teilchenzahldichten n
i
auch dann,
wenn keine Transmutationen aufgrund von Kernreaktionen stattfinden. Deshalb ist
es zweckma¨ßiger, die Teilchenzahl in Abha¨ngigkeit einer erhaltenen Gro¨ße statt in
Abha¨ngigkeit des Volumens zu formulieren (Mu¨ller, 1997). Eine solche Gro¨ße ist die
Zahl der Nukleonen, die auch im relativistischen Limit eine Erhaltungsgro¨ße bleibt.
Die Nukleonenzahl pro Volumen ist gegeben durch
n =
X
i
n
i
A
i
,
wobei A
i
die Atomgewichte sind, die die na¨chste ganze Zahl der Atommasse W
i
in
atomaren Masseneinheiten (amu) darstellt, A
i
= [W
i
]. Die spezifische Ha¨ufigkeit
Y
i
=
n
i
n
(1.21)
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a¨ndert sich im Gegensatz zu n
i
nicht bei Kontraktion oder Expansion. Auch die u¨bli-
che Definition fu¨r die Dichte  =
P
i
n
i
m
i
a¨ndert sich bei Kompositionsa¨nderungen
und ist nicht relativistisch invariant. Diese Schwierigkeit kann mit den Definitionen
~ :=
P
i
n
i
A
i
N
A
,
~
X
i
:=
n
i
A
i
~N
A
vermieden werden, die zusammen mit den Gleichungen (1.20, 1.21) auf eine Raten-
gleichung fu¨hren, die auf die invariante Nukleonenzahl bezogen ist:
D ~X
i
Dt
=
X
j
c
i
(j)
j
A
i
A
j
~
X
j
+
X
j;k
c
i
(j; k) ~N
A
<v>
jk
A
i
A
j
A
k
~
X
j
~
X
k
+
X
j;k;l
c
i
(j; k; l) ~
2
N
2
A
<v>
jkl
A
i
A
j
A
k
A
l
~
X
j
~
X
k
~
X
l
. (1.22)
In den meisten Codes wird nicht zwischen ~; ~X und ;X unterschieden. Auch in
dieser Arbeit wird diese Unterscheidung nicht konsequent beibehalten, da die hierduch
entstehenden Fehler vernachla¨ssigbar klein sind gegenu¨ber anderen Unsicherheiten,
wie sie z.B. durch die nur ungenau bekannten Ratenkoeffizienten der Kernreaktionen
entstehen.
1.2.6 Mischen
¨Anderungen der chemischen Zusammensetzung einer Massenschale im Stern ru¨hren
zum einen her von den thermonuklearen Reaktionen und zum anderen von Trans-
portpha¨nomenen. Das wichtigste von diesen Transportpha¨nomenen ist das konvek-
tive Mischen. Der Konzentrationsausgleich infolge der turbulenten Gasbewegungen
la¨sst sich formal als ein Diffusionsprozess beschreiben (Eggleton, 1972). Die folgen-
de Ableitung stu¨tzt sich auf Landau & Lifschitz (1991) und wird hier auf ein Gemisch
mit mehr als zwei Komponenten erweitert. Sei  die Gesamtdichte des Gases. Die
Kontinuita¨tsgleichung in Eulerkoordinaten:
@
@t
+r(u) = 0 (1.23)
besagt, dass sich die Gesamtmasse des Gases innerhalb eines Volumens nur a¨ndern
kann, wenn Materie aus dem Volumen herausfließt oder in das Volumen hineinfließt3.
Die Geschwindigkeit u muss bei dieser Definition als Gesamtimpuls der Flu¨ssigkeit
pro Masseneinheit aufgefasst werden. In Abwesenheit von Kernreaktionen und Dif-
fusion bleibt die Massenkonzentration jeder Spezies der Mixtur X
i
in mitbewegten
Koordinaten konstant:
DX
i
Dt
=
@X
i
@t
+ urX
i
= 0 ,
3 Eine Unterscheidung zwischen  und ~ mu¨sste auch hier vorgenommen werden, da sich die Dich-
te allein aufgrund des durch Kernfusion hervorgerufenen Massendefekts a¨ndern kann. Die hierdurch
entstehenden Fehler sind – wie schon diskutiert – vernachla¨ssigbar.
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und dies ergibt zusammen mit der Kontinuita¨tsgleichung (1.23) eine Kontinuita¨tsglei-
chung fu¨r die Masse X
i
einer Komponente der Mixtur:
@(X
i
)
@t
+r(X
i
u) = 0 . (1.24)
Infolge der Diffusion kommt es zu einem Stofftransport, wenn die Flu¨ssigkeit ruht, und
dieser Diffusionsfluss j
i
muss in Gleichung (1.24) als zusa¨tzlicher Quellterm beru¨ck-
sichtigt werden:
@(X
i
)
@t
=  r(X
i
u) rj
i
. (1.25)
Unter Vernachla¨ssigung der Thermo- und Barodiffusion erha¨lt man einen Diffusions-
fluss fu¨r reine Konzentrationsdiffusion:
j
i
=  DrX
i
.
Der Diffusionskoeffizient
D = 
M
u
c
 =
r
2
3

M

ML
H
P
!
1=2
wird hier aus der Konvektionstheorie bestimmt. Weitere Beitra¨ge zu D, wie z.B. die
atomare Diffusion, werden nicht beru¨cksichtigt. Der Diffusionsfluss j
i
, eingesetzt in
Gleichung (1.25), fu¨hrt im Fall spha¨rischer Symmetrie und gleichzeitiger Transforma-
tion auf Lagrangekoordinaten auf die gesuchte Diffusionsgleichung:
DX
i
Dt
=
@
@m


D
@
@m
X
i

.
Dabei wurde die abku¨rzende Schreibweise 
D
= (4r
2
)
2
D eingefu¨hrt.
1.3 Randbedingungen
Bekanntlich ha¨ngt die Lo¨sung oder sogar die Lo¨sbarkeit der Gleichungen von den
Randbedingungen ab. Aber selbst wenn fu¨r gegebene Randbedingungen eine Lo¨sung
existiert, muss diese nicht zwangsla¨ufig physikalisch realisierbar oder im zu beschrei-
benden physikalischen Objekt realisiert sein. Aus diesem Grund stellen die Randbe-
dingungen stets einen Teil des physikalischen Problems dar.
1.3.1 Zentrale Randbedingungen
Die Randbedingungen im Zentrum des Sterns, definiert bei m = 0, ko¨nnen sofort
angegeben werden. Eine physikalisch sinnvolle Forderung verlangt, dass die Dichte im
Zentrum einen endlichen, nichtverschwindenden Wert haben soll (z.B. Kippenhahn &
Weigert, 1990). Dann muss fu¨r m! 0 auch r ! 0 streben. Auch die Energiequellen
mu¨ssen endlich bleiben, und deshalb muss auch die Leuchtkraft l verschwinden:
m = 0 : r = 0 , l = 0 .
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¨Uber die zentralen Werte des Drucks P
c
und der inneren Energie e
c
lassen sich a priori
keine Aussagen machen. Fu¨r die turbulente kinetische Energie ! und die Elementkon-
zentrationen X
i
werden reflektierende Randbedingungen angenommen:
m = 0 :

@!
@m

= 0 ,

@X
i
@m

= 0 .
Die Randbedingung fu¨r die turbulente kinetische Energie hat keine Auswirkungen auf
das hier verwendete Gleichungssystem, da das Overshooting nicht beru¨cksichtigt wird.
1.3.2 Oberfla¨chen-Randbedingungen
Die Bedingungen an der Oberfla¨che des Sterns sind komplizierter. Hier stellt sich
zuna¨chst die Frage, wie u¨berhaupt die Oberfla¨che eines Sterns definiert werden kann.
In den hier betrachteten Entwicklungsphasen kann man die Oberfla¨che und den Ge-
samtradius des Sterns r = R durch die Photospha¨re definieren, von der ein Großteil
der Strahlung ins kalte Universum emittiert wird. Mit der Theorie der Sternatmos-
pha¨ren kann man zeigen, dass die Photospha¨re bei einer optischen Tiefe 
phot
= 2=3
liegt. Im hydrostatischen Gleichgewicht ist dann der Druck in der Photospha¨re gege-
ben (siehe Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 70) durch
P (r = R) =
GM
R
2
2
3
1

. (1.26)
Hier wurde eine u¨ber die gesamte Atmospha¨re gemittelte Opazita¨t  definiert. Die
Temperatur der Photospha¨re ist gleich der Effektivtemperatur T
e
, die im Stern defi-
niert ist durch
L = 4R
2
T
4
e
. (1.27)
Gleichungen (1.26, 1.27) sind die sogenannten photospha¨rischen Randbedingungen.
Das gro¨ßte Problem an diesen Bedingungen ist, dass sie an einem Ort definiert sind,
an dem die Transportgleichung (1.14) nicht mehr gilt, weil dort die Diffusionsapproxi-
mation (1.5) zusammenbricht. Die Modellierung einer realistischen Atmospha¨re stellt
ein eigenes Problem dar, das in dieser Arbeit nicht angegangen wurde. In ausgedehn-
ten Hu¨llen, in denen eine Photospha¨re nicht sinnvoll definiert werden kann, sind auch
die vorgestellten photospha¨rischen Randbedingungen bedeutungslos.
Die weiteren Randbedingungen ergeben sich aus folgender ¨Uberlegung: Da die
Entwicklung bei konstanter Masse modelliert werden soll, darf kein Stofftransport
u¨ber die Sternoberfla¨che stattfinden:
m =M :

@!
@m

= 0 ,

@X
i
@m

= 0 .
Da das Overshooting vernachla¨ssigt wurde, besteht keine ra¨umliche Koppelung der
turbulenten kinetischen Energie, und deshalb hat die Randbedingung fu¨r ! keinen Ein-
fluss auf das hier verwendete Gleichungssystem.
1.4 Materialfunktionen
Neben den Strukturvariablen der Sternaufbaugleichungen (r, P , e, l, !) kommen in
den Gleichungen eine Reihe weiterer Gro¨ßen vor, die ausschließlich vom thermody-
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namischen Zustand des Gases oder der Strahlung abha¨ngen. Jeder thermodynami-
sche Zustand ist durch zwei Zustandsvariablen und die chemische Zusammensetzung
vollsta¨ndig festgelegt (z.B. durch P , e, X
i
). Diese Materialfunktionen werden nun zu-
sammengestellt. Eine ausfu¨hrlichere Diskussion ist in Kippenhahn & Weigert (1990)
auf S. 101ff zu finden.
1.4.1 Zustandsgleichung
Die Zustandsgleichung beschreibt den Zusammenhang zwischen Druck, Temperatur
und Dichte eines Gases. Der Gesamtdruck des Gases setzt sich aus dem Gasdruck und
dem Strahlungsdruck zusammen (siehe Abschnitt 1.2.2):
P (; T;X
i
) = P
gas
+ P
rad
=
R

T +
a
3
T
4
, (1.28)
wobei R die Gaskonstante, a die Strahlungskonstante und  das mittlere Molekular-
gewicht ist. Fu¨r den Gasdruck wurde ein ideales Gas angenommen, das vollsta¨ndig
ionisiert ist. Eine realistischere Behandlung mu¨sste in der a¨ußeren Hu¨lle des Sterns
den Ionisationsgrad von Wasserstoff und Helium beru¨cksichtigen. Kristallisation und
Entartung des Elektronengases treten in den betrachteten Entwicklungsphasen nicht
auf. Statt der Temperatur ist es in der vorgestellten Formulierung der Sternaufbauglei-
chungen zweckma¨ßiger, die innere Energie als Variable zu verwenden:
e(; T;X
i
) =
3
2
R

T +
aT
4

. (1.29)
Umkehrfunktionen der Gleichungen (1.28, 1.29), die allerdings nicht in geschlossener
Form ausgeschrieben werden ko¨nnen, liefern die Dichte und Temperatur in Abha¨ngig-
keit von den verwendeten Strukturvariablen P , e und X
i
:
 = (P; e;X
i
) , T = T (P; e;X
i
) .
1.4.2 Mittleres Molekulargewicht
Das mittlere Molekulargewicht, das in der Zustandsgleichung vorkommt, ist fu¨r ein
vollsta¨ndig ionisiertes Gas durch folgenden Zusammenhang gegeben:
 =
 
X
i
X
i
(1 + Z
i
)
W
i
!
 1
.
Dabei ist Z
i
die Ladungszahl des i-ten Elements. Durch die Einfu¨hrung des mittle-
ren Molekulargewichts kann man das vollsta¨ndig ionisierte Gas einer Mixtur formal
genauso beschreiben wie ein Einkomponentengas.
1.4.3 Opazita¨ten
Die Opazita¨ten beschreiben die Wechselwirkung von Strahlung und Materie. Fu¨r
die Berechnung der Opazita¨t mu¨ssen alle mo¨glichen Strahlungsu¨berga¨nge jeder vor-
kommenden chemischen Spezies beru¨cksichtigt werden. Das stellt insbesondere fu¨r
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die schwereren Elemente mit ihren komplexen Niveau-Schemata hohe Anforderun-
gen an die Atomphysik. Fu¨r realistische Sternentwicklungsrechnungen ist es daher
unerla¨sslich, Opazita¨ten zu verwenden, die durch Interpolation im -T -X
i
-Raum aus
sorgfa¨ltig berechneten Opazita¨tstabellen gewonnen werden. Da in dieser Arbeit nicht
die exakte Modellierung, sondern vielmehr ausgewa¨hlte Prozesse wie die Kernreak-
tionen und das Mischen im Vordergrund stehen, wird die Opazita¨t durch eine vereinfa-
chende analytische Formel approximiert, die zudem den Vorteil bietet, die Rechenzeit
der Modelle nicht noch weiter in die Ho¨he zu treiben. In massereichen Sternen ist der
dominierende Beitrag zur Opazita¨t die Elektronenstreuung oder Thomson-Streuung:
 = 0:20 (1 +X
H
) cm2 g 1 .
Bei den hohen Zentraltemperaturen, die in massereichen Population-III-Sternen er-
reicht werden, spielen zudem relativistische Korrekturen eine Rolle. Die Compton-
Streuung reduziert die Opazita¨t bei T = 108K um 20% (Kippenhahn & Weigert, 1990,
S. 138); dieser Prozess wurde jedoch nicht beru¨cksichtigt. Obwohl schon Population-
III-Modelle mit realistischeren Opazita¨ten gerechnet wurden (Marigo et al., 2001),
existieren noch keine Rechnungen, die mit einer Opazita¨t fu¨r Z = 0 starten und dann
die in massereichen Population-III-Sternen autogen produzierten Metalle in den Opa-
zita¨ten beru¨cksichtigen.
1.4.4 Thermodynamische Gro¨ßen
In den Sternaufbaugleichungen werden noch einige weitere thermodynamische
Gro¨ßen beno¨tigt. Die hier benutzten Gleichungen werden ohne Herleitung angege-
ben und beschreiben gut ein ideales Gas mit Strahlung. Im Treiberterm (1.17) fu¨r die
turbulente kinetische Energie taucht der adiabatische Gradient der Schichtung
r
ad
=
 P
T c
P
auf. Die spezifische Wa¨rme berechnet sich gema¨ß:
c
P
=

3
2
+ 

R

+
4(3 + )
3
aT
3

mit der Temperatur-Kompressibilita¨t
 =
P + aT
4
P  
a
3
T
4
.
Die Druckskalenho¨he
H
P
=
r
2
P
Gm
fu¨r eine hydrostatische Schichtung kommt in den Gleichungen (1.15, 1.19) vor.
1.4.5 Reaktionsraten
Die Reaktionsraten , <v>
jk
und <v>
jkl
, die in der Ratengleichung (1.22) fu¨r
die Kernreaktionen vorkommen, sind ein mittleres Maß fu¨r die Wahrscheinlichkeit,
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dass die zugeho¨rige Reaktion eintritt. Die Reaktionsrate  ist im Fall von -Zerfa¨llen
eine Atomkonstante. Im Fall von Elektroneneinfang ist  noch von der Temperatur,
Dichte und Zahl der vorhandenen Elektronen abha¨ngig. Die Berechnung von Zwei-
ersto¨ßen ist komplizierter. Da es sich um geladene Teilchen handelt, ist der Wirkungs-
querschnitt der Teilchen  = (v) abha¨ngig von der Geschwindigkeit v der beiden
Teilchen im Schwerpunktsystem. Die Reaktionsrate muss dann zusa¨tzlich mit der Ge-
schwindigkeit des Teilchenflusses multipliziert sowie geeignet u¨ber das Geschwindig-
keitsspektrum des Teilchenensembles gemittelt werden. Befindet sich das ideale Gas
im thermodynamischen Gleichgewicht, so ist das Geschwindigkeitsspektrum durch
eine Maxwell-Boltzmann-Verteilung gegeben, sodass sich die Reaktionsrate mit der
reduzierten Masse 
red
und der Boltzmannkonstante k
B
wie folgt berechnet (Clayton,
1983, S. 296):
<v>
jk
= 4


red
2k
B
T

2=3
1
Z
0
v
3
(v) exp

 

red
v
2
2k
B
T

dv .
Die gesamte Atomphysik steckt im Wirkungsquerschnitt (v), und dieser muss ent-
weder gemessen oder u¨ber ein detailliertes Kernmodell berechnet werden. Die meis-
ten astrophysikalisch relevanten Reaktionsraten der Kernreaktionen sind tabelliert.
Hier werden vorwiegend die Reaktionsraten der NACRE-Kollaboration (Angulo et al.,
1999) verwendet. Folgende Bezeichnungen sind u¨blich:

jk
= N
A
<v>
jk
[cm3 mol 1 s 1] ,

jkl
= N
2
A
<v>
jkl
[cm3 mol 2 s 1] .
1.4.6 Energieproduktion
Die Energieproduktionsrate ist gleich der freiwerdenden Energie pro Reaktion, multi-
pliziert mit der Reaktionsrate und den Teilchendichten:

nuc
=
1

# Reakt.
X
r=1
(Q  <q

>)
i

j
A
i
A
j
X
j
+
# Reakt.
X
i=1
(Q  <q

>)
i
c(j; k)
jk
A
i
A
j
A
k
X
j
X
k
+
# Reakt.
X
i=1
(Q  <q

>)
i
c(j; k; l) 
jk
A
i
A
j
A
k
A
l
X
j
X
k
X
l
[erg g 1 s 1]: (1.30)
Die mittlere Neutrinoenergie <q

> wird von der freigesetzten Energie Q abgezo-
gen, da die Sternmaterie fu¨r Neutrinos praktisch durchsichtig ist und deshalb diese
Energie mit dem thermo-energetischen Teil der Sternentwicklungsgleichungen nicht
wechselwirken kann. Die Zahlenkoeffizienten c(j; k) und c(j; k; l) vermeiden Mehr-
fachza¨hlungen identischer Teilchen:
c(j; k) =
1
N
j
!N
k
!
,
c(j; k; l) =
1
N
j
!N
k
!N
l
!
.
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1.5 Gleichungen im ¨Uberblick
Im Folgenden werden die verwendeten Gleichungen zusammenfassend dargestellt.
Die Sternaufbaugleichungen sind differenziell formuliert und auf Lagrangekoordina-
ten bezogen, d.h. die unabha¨ngigen Variablen sind die Masse m und die Zeit t. Alle
verwendeten Strukturvariablen, r, P , e, !, X
i
, ha¨ngen von m und t ab. D=Dt bezeich-
net die Zeitableitung in mitbewegten Koordinaten (bezogen auf die Masse).
Tafel I Sternaufbaugleichungen
0 =
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@m
 
1
4r
2

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0 =  
@P
@m
 
Gm
4r
4
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Dt
 
P

2
D
Dt
= 
nuc
 
@l
@m
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0 =
@ lnT
@m
 
@ lnP
@m
r Transportgleichung
D!
Dt
= S
!
 
~
S
!
Turbulente kinetische
Energiegleichung
DX
i
Dt
=
@
@m


D
@
@m
X
i

+
X
j
c
i
(j)
j
A
i
A
j
X
j
+
X
j;k
c
i
(j; k) 
jk
A
i
A
j
A
k
X
j
X
k
+
X
j;k;l
c
i
(j; k; l) 
2

jkl
A
i
A
j
A
k
A
l
X
j
X
k
X
l
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Kernreaktionen
r = r
rad
 
H
P

k
rad
Gradient der Schichtung
S
!
=
T
H
P
r
ad
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~
S
!
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D
!
3=2

Turbulente Dissipation

D
=
r
2
3
(4r
2
)
2

M

ML
H
P
!
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H
P
k
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Tafel I (Fortsetzung)
 =
r
2
3
w
T
!
1=2
F
L
"
 
4
p
3r
2

s

p
2w

@e
@m
 
P

2
@
@m

#
Geschwindigkeits-
korrelation
F
L
[x] =

x x < 0:9
0:9 + 0:1 tanh
 
x 0:9
0:1

sonst
Flusslimiter
 = 
ML
H
P
Mischungswegla¨nge
H
P
=
r
2
P
Gm
Druckskalenho¨he
k
rad
=
4acT
4
3
Modifizierte
Strahlungskonstante
Tafel II Materialfunktionen
P =
R

T +
a
3
T
4 Zustandsgleichung
e =
3
2
R

T +
aT
4

Innere Energie
w = e+
P

Enthalpie
r
ad
=
 P
T c
P
Adiabatischer Gradient
c
P
=

3
2
+ 

R

+
4(3 + )
3
aT
3

Spezifische Wa¨rme
 =
P + aT
4
P  
a
3
T
4
Temperatur-
kompressibilita¨t
 =
 
X
i
X
i
(1 + Z
i
)
W
i
!
 1
Molekulargewicht
 = 0:20 (1 +X
H
) Opazita¨t
 = (P; e;X
i
)
Reaktionsraten
(siehe Anhang B)

nuc
= 
nuc
(P; e;X
i
)
Energieproduktion
(siehe Gl. 1.30)
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2 Numerisches Verfahren
Bei der numerischen Behandlung astrophysikalischer Fragestellungen hat man es typi-
scherweise mit nichtlinearen, gekoppelten differenzial-algebraischen Gleichungen zu
tun, die u¨ber viele Dekaden in Raum und Zeit gelo¨st werden mu¨ssen. Dies stellt ho-
he Anforderungen an das numerische Verfahren. Daher war es in der Vergangenheit
geboten, dieses an das jeweilige Problem anzupassen. Dieses Paradigma fu¨hrte zu
einer untrennbaren Verzahnung des physikalischen Problems mit der Numerik. Die
Vorteile dieser Herangehensweise liegen in problemangepassten Geschwindigkeitsop-
timierungen sowie der Mo¨glichkeit, Fehlern bis auf die unterste Stufe des numerischen
Verfahrens nachzugehen. Nachteile sind die fehlende Transparenz der implementier-
ten Physik und zeitraubende Programmierarbeit bei nur kleinen Vera¨nderungen am
Gleichungssystem.
Fortschritte bei den numerischen Lo¨sern der Mathematiker haben es in den letz-
ten Jahren mo¨glich gemacht, auch in der Astrophysik sogenannte Black-Box-Lo¨ser
zum Einsatz zu bringen. In dieser Arbeit wird das Programmpaket LIMEX (Ehrig &
Nowak, 1998) erstmals erfolgreich in der Astrophysik eingesetzt. Dabei ist es gelun-
gen, die Sternaufbaugleichungen zusammen mit den Kernreaktionen und dem Mischen
vollsta¨ndig gekoppelt und implizit zu integrieren – dies wird von keinem der ga¨ngi-
gen Codes beherrscht. Bei der Entwicklung hat sich insbesondere die numerische
Berechnung der Jacobi-Matrix durch LIMEX zeitsparend ausgewirkt. Die wichtigsten
Besonderheiten von LIMEX werden im Folgenden beschrieben.
2.1 LIMEX
Das Akronym LIMEX steht fu¨r Linear IMplicit Euler method with eXtrapolation
und bezeichnet einen Lo¨ser fu¨r differenzial-algebraische-Gleichungen (DAE). Die
Lo¨sungsmethode geht zuru¨ck auf Arbeiten von Deuflhard (1985) und Deuflhard & No-
wak (1987) und wird z.Zt. am Konrad-Zuse-Zentrum fu¨r Informationstechnik Berlin
von Ehrig & Nowak (1998) verbessert, erweitert und betreut. LIMEX ist ein Zeitinte-
grator fu¨r DAE’s der Form
B(t;y)  y
0
(t) = f(t;y) ,
und kommt insbesondere mit steifen Gleichungssystemen zurecht, die in der Stern-
entwicklung bei den Kernreaktionsnetzwerken auftreten. Wenn die Matrix B die Ein-
heitsmatrix ist, dann hat man ein System gewo¨hnlicher Differenzialgleichungen. LI-
MEX erlaubt auch eine singula¨re B Matrix, da es algebraische Gleichungen lo¨sen
kann. Die Zeitintegration wird durch eine linear-implizite1 Euler-Diskretisierung be-
werkstelligt:
(B(t
n
;y
n
)  hJ)  (y
n+1
  y
n
) = h f(t
n+1
;y
n
) .
1 Linear-implizit wird ha¨ufig synonym zu semi-implizit gebraucht.
22 Numerisches Verfahren
Gro¨ßen mit Index n bzw. n + 1 beziehen sich auf den Zeitpunkt t
n
respektive t
n+1
.
Die zeitliche Schrittweite wird mit h bezeichnet.
J =
d
dy (f  B y)
ist die Jacobi-Matrix des Residuums des Systems. In LIMEX ist dieses Verfahren
kombiniert mit einer Extrapolation h! 0 und einer adaptiven Schrittweitensteuerung
und Ordnungskontrolle.
2.2 Restriktionen von LIMEX
In der vorliegenden LIMEX-Version gibt es die folgenden Einschra¨nkungen an den
Lo¨sungsvektor y und die rechte Seite f :
jyj
max
jyj
min
< 10
5
,
jf j
max
jf j
min
< 10
20
.
Diese Schranken mu¨ssen sowohl in Zeit als auch Raum eingehalten werden. Insbeson-
dere die Bedingung fu¨r den Lo¨sungsvektor y ist in astrophysikalischen Anwendungen
ein Problem, will man nicht nach jedem Zeitschritt alle Variablen renormieren. Ei-
ne ha¨ufige Renormierung wirkt sich negativ auf die Leistung von LIMEX aus, weil
die Informationen der Vorga¨ngerlo¨sung verloren gehen. Um diese Probleme zu um-
gehen, werden hier alle Strukturvariablen logarithmiert. Dies ist besonders unscho¨n
fu¨r die Leuchtkraft l, die als Vektorgro¨ße definiert ist. In den untersuchten Entwick-
lungsphasen treten keine negativen Leuchtkra¨fte auf, doch verliert der Code dadurch
an Allgemeingu¨ltigkeit.
Eine weitere wichtige Einschra¨nkung ist, dass LIMEX nicht mit Einschalt-
vorga¨ngen zurecht kommt, welche in den klassischen Sternentwicklungsprogrammen
vorkommen. So wird beispielsweise bei der Verwendung der Mischungswegtheorie
die Konvektion aufgrund des Schwarzschild-Ledoux-Kriteriums angeschaltet. Aber
auch bei den Kernreaktionen liegen Ratenkoeffizienten nur in bestimmten Tempe-
raturbereichen vor, sodass bestimmte Reaktionen wa¨hrend der Entwicklung an- und
abgeschaltet werden. Eigene numerische Versuche mit LIMEX haben gezeigt, dass
Einschaltvorga¨nge zu unerwarteten Abbru¨chen (im Fall von Konvektion) oder zu nu-
merischen Oszillationen und Instabilita¨ten (im Fall der Kernreaktionen) fu¨hren. Mit
einer verbesserten Theorie fu¨r die Konvektion (Abschnitt 1.2.4) sowie der Extrapo-
lation von Ratenkoeffizienten hin zu niedrigeren Temperaturbereichen konnten alle
Einschaltvorga¨nge vermieden werden.
2.3 Diskretisierung
Wa¨hrend die zeitliche Diskretisierung des Problems von LIMEX u¨bernommen wird,
so ist dies fu¨r die ra¨umliche Diskretisierung nicht der Fall. Die Diskretisierung ist
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ein eigenes Problem, das allen endlichen Volumenverfahren inha¨rent ist. Die speziel-
le Wahl der Diskretisierung ist bei Verwendung von LIMEX zusa¨tzlich durch die im
vorigen Abschnitt 2.2 beschriebenen Restriktionen eingeschra¨nkt. Ausgegangen wird
von der Formulierung des Gleichungssystems in Abschnitt 1.5, Tafel I. Die Diskre-
tisierung erfolgt auf einem gestaffelten Gitter, bei dem die Vektorgro¨ßen r und l an
den Zellra¨ndern und die skalaren Gro¨ßen P , e, X
i
an den Zellmittelpunkten definiert
sind. Die turbulente kinetische Energie ! wurde ebenfalls an den Zellra¨ndern defi-
niert, obwohl es sich um eine skalare Gro¨ße handelt. Die Zellra¨nder sind durch die k
Massenschalen m
k
definiert. Die in der k-ten Massenschale enthaltene Masse ist:
m
k
= m
k
 m
k 1
.
Die Notation k  1=2 bezeichnet das arithmetische Mittel einer Gro¨ße f :
f
k1=2
=
f
k
+ f
k1
2
.
Wie schon oben erwa¨hnt, werden aufgrund des Skalierungsproblems in LIMEX alle
Strukturvariablen mit dem natu¨rlichen Logarithmus logarithmiert, d.h. die Variablen
im Lo¨sungsvektor sind y = f(ln r)
k
; (lnP )
k
; (ln e)
k
; (ln l)
k
; (ln !)
k
; (lnX
i
)
k
g. Die
Vektorgro¨ßen werden von k = 0 : : : n und die skalaren Gro¨ßen von k = 1 : : : n + 1
durchnummeriert, sodass die inneren Randbedingungen bei r
0
und l
0
, die a¨ußeren
bei P
n+1
und e
n+1
gestellt werden. Das diskretisierte Gleichungssystem kann direkt
von LIMEX integriert werden, wenn eine Anfangslo¨sung vorliegt, die gut auf dem
gewa¨hlten Gitter repra¨sentiert ist (siehe Abschnitt 4.1).
Tafel III Diskretisierung
0 =
r
3
k
  r
3
k 1
m
k
 
3
4
k
0 =  
P
k+1
  P
k
m
k+1=2
 
Gm
k
4r
4
k
e
k
D(ln e)
k
Dt
 
P
k

k
D(ln )
k
Dt
= (
nuc
)
k
 
l
k
  l
k 1
m
k
0 =
(lnT )
k+1
  (lnT )
k
m
k+1=2
 
(lnP )
k+1
  (lnP )
k
m
k+1=2
r
k
!
k
D(ln !)
k
Dt
= (S
!
)
k
  (
~
S
!
)
k
(X
i
)
k
D(lnX
i
)
k
Dt
=


k
(X
i
)
k+1
  (X
i
)
k
m
k
m
k+1=2
  
k 1
(X
i
)
k
  (X
i
)
k 1
m
k
m
k 1=2

+
X
j
c
i
(j)
j
A
i
A
j
(X
j
)
k
+
X
j;m
c
i
(j;m) 
k

jm
A
i
A
j
A
m
(X
j
)
k
(X
m
)
k
+
X
j;l;m
c
i
(j; l;m) 
2
k

jlm
A
i
A
j
A
l
A
m
(X
j
)
k
(X
l
)
k
(X
m
)
k
24 Numerisches Verfahren
Tafel III (Fortsetzung)
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2.4 Saatkonvektion
Die Gleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie (1.16) umfasst immer zwei
Lo¨sungsa¨ste: die Nullo¨sung mit !  0 und eine von Null verschiedene Lo¨sung, bei der
in stabilen Situationen ! zwar fortwa¨hrend exponentiell abfa¨llt, jedoch immer einen
nicht-verschwindenden, endlichen Wert beha¨lt. Im konvektiv stabilen Regime ist es
von Vorteil, wenn man sich auf dem Ast der Nulllo¨sung befindet, da man meistens
nicht an einer genauen Berechnung des Abklingprozesses interessiert ist, der zudem
unno¨tig Rechenzeit beansprucht. Andererseits kann der Ast der Nulllo¨sung nur durch
eine zwar beliebig kleine, jedoch endliche turbulente kinetische Energie ! verlassen
werden. Aus physikalischer Sicht stellt dies keine Schwierigkeit dar, da es immer end-
liche Fluktuationen konvektiver Wirbel geben wird, die auch als Saatkonvektion be-
zeichnet werden. In dieser Arbeit wird mit der logarithmierten turbulenten kinetischen
Energie (ln !) als Variable die vorhandene Nullo¨sung ausgeschlossen, allerdings muss
man dann eine nicht-verschwindende Saatkonvektion annehmen. Wird diese zu groß
gewa¨hlt, dann werden die Ergebnisse verfa¨lscht, da die physikalisch richtige Lo¨sung
die Nulllo¨sung ist. Wird die Saatkonvektion zu klein gewa¨hlt, dann zeigt das nume-
rische Verfahren eine schlechte Konvergenz. Saatkonvektion wirkt a¨hnlich wie eine
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ku¨nstliche Viskosita¨t, welche Stoßfronten u¨ber mehrere numerische Gitterzellen ver-
breitert. Technisch wird die Saatkonvektion u¨ber einen weiteren additiven Term auf
der rechten Seite der Gleichung (1.16) fu¨r die turbulente kinetische Energie gesteuert:
1  10
 3


t
10
5
[s]

0:7
.
Dieser Term fu¨gt mit anwachsender Zeit t etwas mehr Saatkonvektion hinzu. Die auf
diese Weise festgesetzte Saatkonvektion ist so klein, dass die Gradienten der chemi-
schen Spezies an der Grenzschicht zwischen konvektiver und radiativer Zone ausge-
pra¨gt sichtbar bleiben (siehe Kapitel 4).
2.5 Numerische Instabilita¨ten?
In einigen der durchgefu¨hrten Modellrechnungen treten kurz vor dem Erreichen der
Hauptreihe zeitlich gut aufgelo¨ste, nichtlineare Oszillationen auf, die am ausgepra¨g-
testen in einem Modell mit Population-II-Elementmischung und 150 ra¨umlichen Punk-
ten in der Energieproduktionsrate zu sehen sind (Abbildung 2.1). Wie es zu diesen
Oszillationen kommt, konnte bisher nicht gekla¨rt werden. Da die Amplitude der Os-
zillationen mit steigender ra¨umlicher Punktauflo¨sung sinkt sowie die Periodendauer
abnimmt, hat man es vermutlich mit einem Artefakt der Numerik zu tun. Die Bedin-
gungen, die zum Auftreten der Oszillationen fu¨hren, sind eng definierbar. Die Oszilla-
tionen setzen immer dann ein, wenn die Energieproduktion im CNO-Zyklus diejenige
des pp-Brennens u¨berschreitet, und sie verschwinden wieder, wenn die CNO-Isotope
Gleichgewichtskonzentrationen erreichen. Obwohl in dieser Phase energetisch vom
CNO-Brennen dominiert, treten die gro¨ßten Amplituden in der Energieproduktion des
pp-Brennens auf. Dies ko¨nnte ein sekunda¨rer Effekt der im CNO-Brennen induzier-
ten Temperatur- und Druckoszillationen sein, die jedoch in den Modellrechnungen
Abb. 2.1: Oszillationen aufgrund eines numerischen Artefakts oder aufgrund eines phy-
sikalischen Mechanismus?
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nicht nachweisbar sind. Es kann sein, dass die Oszillationen in Druck und Tempera-
tur dem Anstieg dieser Variablen auf der Vorhauptreihe u¨berlagert und deshalb nicht
zu sehen sind. Eine einfache, lineare Stabilita¨tsanalyse homologer Auslenkungen un-
ter nicht-Gleichgewichtsbedingungen im CNO-Zyklus hat gezeigt, dass linear instabi-
le, exponentiell ansteigende Moden existieren, die unter Gleichgewichtsbedingungen
zwar nicht verschwinden, deren Lebensdauer im Gleichgewicht jedoch um vier bis
fu¨nf Gro¨ßenordnungen verkleinert ist. Dass immer instabile Moden im CNO-Zyklus
existieren, konnten Schwarzschild & Ha¨rm (1959) nachweisen. Diese Moden ko¨nnen
in massereichen Sternen, die Strahlungsdruck dominiert sind, nicht mehr geda¨mpft
werden und fu¨hren auf die bekannte vibrationelle Instabilita¨t des -Mechanismus. Die
Auswirkungen existierender instabiler Moden auf das Sternmodell kann nur durch ei-
ne nichtlineare Stabilita¨tsanalyse vorhergesagt werden. Die Abnahme der Amplitu-
densta¨rke mit verbesserter ra¨umlicher Auflo¨sung in diesen Modellrechnungen spricht
dafu¨r, dass ein effektiver Da¨mpfungsmechanismus existiert. Andererseits fu¨hrt das
verwendete numerische Verfahren der Ru¨ckwa¨rtsdifferenzen eine starke Da¨mpfung
ein, und die Erho¨hung der ra¨umlichen Punktzahl wirkt sich durch kleinere Schritt-
weiten ebenfalls da¨mpfend aus (private Mitteilung E. A. Dorfi). Eine genaue Unter-
suchung dieser Oszillationen mit anderen numerischen Verfahren ist wu¨nschenswert,
wurde in dieser Arbeit jedoch nicht angestrebt. Da alle Modelle mit der Annahme
von hydrostatischem Gleichgewicht gerechnet wurden, sollte bei zuku¨nftigen dyna-
mischen Stabilita¨tsanalysen die nicht-Gleichgewichtsphase im CNO-Zyklus bei den
Untersuchungen besondere Beachtung finden.
27
3 Kernreaktionen und Mischen
Die anfa¨nglich nahezu vo¨llige Abwesenheit von Metallen1 fu¨hrt bei massereichen
Population-III-Sternen im Vergleich zu
”
normalen“ massereichen Sternen zu Unter-
schieden bei den Opazita¨ten und den Kernreaktionen. Ezer (1961) erkannte als erster,
dass massereiche Population-III-Sterne wegen der Ineffizienz der pp-Kette so lange
weiter kontrahieren, bis sie soviel Kohlenstoff autogen u¨ber den 3-Prozess erzeugt
haben, dass der CNO-Zyklus mit einer Effizienz anlaufen kann, welche der Stern zur
Deckung seiner Leuchtkraft beno¨tigt.
Das Hauptaugenmerk in dieser Arbeit liegt auf der Wechselbeziehung zwischen
den Kernreaktionen ohne jegliche Annahme von Gleichgewichtskonzentrationen und
dem (quasi-hydrostatischen) inneren Aufbau eines Population-III-Sterns. Deshalb
wird in diesem Kapitel zuna¨chst der Frage nachgegangen, welche Kernreaktionen fu¨r
die Hauptreihenentwicklung wichtig werden ko¨nnen. Dabei gilt es herauszufinden,
ob nicht andere Reaktionswege bei den viel ho¨heren Zentraltemperaturen von bis zu
1:4  10
8K (siehe Kapitel 4) fu¨r die Energieproduktion wichtig werden. Die Ergebnis-
se dieser Rechnungen werden nun vorgestellt, gefolgt von einem Abschnitt u¨ber die
Mischprozesse.
3.1 Kernreaktionen
Die Wichtigkeit einzelner Kernreaktionen fu¨r die Energieproduktion wird im Rahmen
eines Einzonen-Modells untersucht, d.h. das zeitabha¨ngige nukleare Netzwerk wird
bei einer konstanten Temperatur und Dichte berechnet. Die numerische Integration
erfolgt mit dem Programm LIMEX (Ehrig & Nowak, 1998). Die verwendeten Reakti-
onsraten kommen vorzugsweise von der NACRE-Kollaboration (Angulo et al., 1999).
Die Raten, die von NACRE nicht erha¨ltlich sind, kommen von anderen Autoren. Ta-
belle 3.1 zeigt alle verwendeten Reaktionen mit Quellennachweis der Raten. Es wer-
den tabellierte Reaktionsraten genommen (siehe Anhang B), die in doppellogarithmi-
scher Auftragung mit kubischen Splines interpoliert werden.
3.1.1 pp-Kette
Die fu¨r die Energieproduktion wichtigen Zweige in der pp-Kette werden im Tempe-
raturbereich von 107K – 1:5  108K untersucht. Die Ergebnisse dieser Rechnungen
sind in Abbildung 3.1 zu sehen. Die Referenzkurve zeigt die Energieproduktion bei
Mitnahme der Zweige ppI bis ppIV (Abbildung 3.2). In Modellen, die von der Re-
ferenzrechnung abweichen, fehlen beitragende Zweige. Die Rechnungen besta¨tigen
die in der Literatur bekannte Bedeutung der Zweige ppI bis ppIII (Clayton, 1983):
Fu¨r T < 107K ist der ppI-Zweig dominierend, zwischen 107K < T < 2  107K
1 In der Astrophysik werden alle Elemente mit Ladungszahl Z > 2 als Metalle bezeichnet.
28 Kernreaktionen und Mischen
Tabelle 3.1: Untersuchte Nukleare Reaktionen
Nr. Reaktion Q [MeV] <q

> [MeV] Sequenz Referenz
1 1H(p,e+)2H 1.442 0.265a ppI NACREc
2 2H(p,)3He 5.493 ppI NACREc
3 3He(,)7Be 1.587 ppII/III NACREc
4 3He(3He,2p)4He 12.859 ppI NACREc
5 4He(2,)12C 7.274 3 NACREc
6 7Li(p,)4He 17.347 ppII NACREc
7 7Be(e ,)7Li 0.862 0.862a ppII Bahcall (1989)
8 7Be(p,)8B 0.137 ppIII NACREc
9 7Be(,)11C 7.544 ppV NACREc
10 8Be()4He 0.000 ppIII
11 8B(p,)9C 1.296 ppIV Wiescher et al. (1989)
12 8B(+,)8Be 18.071 6.710a ppIII Chang (2001)
13 11B(p,)12C 15.957 NACREc
14 11B(p,)8Be 8.682 ppV NACREc
15 9C(,p)12N 6.711 Wiescher et al. (1989)
16 9C(+)8Be 16.683 0.0e ppIV Chang (2001)
17 11C(p,)12N 0.601 Wiescher et al. (1989)
18 11C(+)11B 1.982 0.0e Chang (2001)
19 12C(p,)13N 1.943 CN NACREc
20 12C(n,)13C 4.947 Herndl et al. (1999)
21 13C(p,)14N 7.551 CN NACREc
22 13C(,n)16O 2.216 NACREc
23 13C(n,)14C 8.177 Herndl et al. (1999)
24 12N(+)12C 17.338 0.0e Chang (2001)
25 13N(p,)14O 4.628 hot-CN NACREc
26 13N(+)13C 2.221 0.7067b CN Chang (2001)
27 14N(p,)15O 7.297 CN NACREc
28 14N(,)18F 4.415 NACREc
29 15N(p,)16O 12.129 17ON NACREc
30 15N(p,)12C 4.966 CN NACREc
31 14O(+)14N 5.143 0.7067d hot-CN Chang (2001)
32 15O(+)15N 2.754 0.9965b CN Chang (2001)
33 15O(n,)16O 15.688 Herndl et al. (1999)
34 16O(p,)17F 0.600 17ON NACREc
35 17O(p,)18F 5.607 19FO NACREc
36 17O(p,)14N 1.192 17ON NACREc
37 18O(p,)19F 7.996 19FO NACREc
38 18O(p,)15N 3.981 19FO NACREc
39 18O(,)22Ne 9.669 NACREc
40 17F(+)17O 2.761 0.9994b 17ON Chang (2001)
41 18F(+)18O 1.655 0.0e 19FO Chang (2001)
42 19F(p,)16O 8.115 19FO NACREc
43 22Ne(,n)25Ng -0.478 NACREc
a J.N. Bahcall 1989, Neutrino Astrophysics, Cambridge University Press, S. 67
b J.N. Bahcall 1989, Neutrino Astrophysics, Cambridge University Press, S. 72
c Angulo et al. (1999), URL: http://pntpm.ulb.ac.be/nacre.htm
d Wert in Literatur nicht gefunden. Dieser Wert sollte vergleichbar sein mit Wert aus Reaktion 26.
e Wert in Literatur nicht gefunden.
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Abb. 3.1: Beitrag der Zweige ppI bis ppIV zur Energieproduktion bei acht verschiedenen
Temperaturen. Die Referenzkurve (schwarze Linie) zeigt die Energieproduktion unter
Beru¨cksichtigung aller Zweige.
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Abb. 3.2: Kernreaktionsnetzwerk fu¨r die Zweige ppI bis ppIV. Reaktionen, die fu¨r ei-
ne zusa¨tzliche Kohlenstoffproduktion aus der pp-Kette in Frage kommen, sind mit den
Farben violett und braun gekennzeichnet.
wird der ppII-Zweig zunehmend wichtig, und fu¨r ho¨here Temperaturen dominiert der
ppIII-Zweig. In Abbildung 3.1(f-h) ist zu sehen, dass der ppIV-Zweig, den Wiescher
et al. (1989) gefunden haben, bei Temperaturen T > 108K an Bedeutung zunimmt.
Dieser Zweig tra¨gt bei T = 1:3  108K bis zu 1%, bei T = 1:5  108K bis zu 5%
zur Energieproduktion bei. Allerdings wird die effektive Bedeutung dieses Zweiges
insofern geschma¨lert, als bei diesen hohen Temperaturen rasch so viel Kohlenstoff
u¨ber den 3-Prozess gebildet wird, dass die Energieproduktion im CNO-Zyklus —
im Vergleich zur Effizienz der pp-Kette — praktisch immer dominiert. Dieser Sach-
verhalt kann an Abbildung 3.3(c,d) u¨berpru¨ft werden: Die Kohlenstoffha¨ufigkeit liegt
bei X
C12
> 10
 11
, einer Konzentration, bei der der CNO-Zyklus dominiert (siehe
Abschnitt 3.1.2).
Neben den Fragen zur Energieproduktion im pp-Zweig ist es wichtig zu kla¨ren,
ob es nicht Reaktionen gibt, die, ausgehend von Elementen der pp-Kette, Kohlenstoff
produzieren ko¨nnen, und ob somit nicht eine zum 3-Prozess alternative Mo¨glich-
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Abb. 3.3: Beitrag zur gesamten Kohlenstoffproduktion (schwarze Linie) durch den 3-
Prozess (gru¨ne Linie) und durch Bildung aus der pp-Kette (rote Linie) bei unterschiedli-
chen Temperaturen und einer Dichte von 100 g cm 3.
keit besteht, den CNO-Zyklus zu aktivieren. Als Ausgangspunkte fu¨r eine zusa¨tzliche
Kohlenstoffproduktion kommen nur die im ppIII-Zweig gebildeten Elemente 7Be und
8B in Frage (Mitalas, 1985). Das ebenfalls entstehende 8Be ist vernachla¨ssigbar, wie
noch na¨her ausgefu¨hrt werden wird. Einfa¨nge von -Kernen durch die Konstituenten
7Be und 8B ergeben 11B und 11C, von denen ausgehend Kohlenstoff u¨ber die Reak-
tionen 11B(p,)12C und 11C(p,)12N(e+)12C gebildet werden kann. Wiescher et al.
(1989) weisen darauf hin, dass auch die abbauenden Prozesse von 11B beru¨cksichtigt
werden mu¨ssen, insbesondere die Reaktion 11B(p,2)4He. Dieselben Autoren disku-
tieren eine mo¨gliche Kohlenstoffproduktion u¨ber einen weiteren Protoneneinfang an
8B. Das hierbei entstehende 9C kann u¨ber die Reaktionskette 9C(,p)12N(e+)12C
Kohlenstoff bilden, wenn es nicht u¨ber die Reaktion 9C(+)9B(p)8Be()4He in zwei
-Kerne zerfa¨llt. Ein weiterer Protoneneinfang an 9C wu¨rde auf 10N fu¨hren, das bisher
im Labor nicht gefunden wurde. Dies deutet auf eine sehr kurze Zerfallszeit von 10N
zuru¨ck in 9C hin, sodass 9C den Endpunkt der Protoneneinfa¨nge in dieser Sequenz
bildet (Wiescher et al., 1989).
In Abbildung 3.3 ist die Kohlenstoffha¨ufigkeit bei einer Dichte von 100 g cm 3
und verschiedenen Temperaturen zu sehen. Die Referenzkurve zeigt die Rechnungen
mit dem 3-Prozess und allen vorgestellten Aufbau- und Abbauprozessen von Koh-
lenstoff aus der pp-Kette. Es ist zu sehen, dass bei 7 107 K die Kohlenstoffproduktion
aus der pp-Kette diejenige aus dem 3-Prozess u¨bersteigt. Bei 8 107 K tragen sowohl
die pp-Kette als auch der 3-Prozess zur Kohlenstoffproduktion bei. Fu¨r ho¨here Tem-
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peraturen ist nur noch der 3-Prozess relevant. In den Abbildungen 3.3(a,b) findet
bei t > 107 Jahren ein ¨Ubergang statt von der Kohlenstoffproduktion aus der pp-
Kette hin zur Produktion aus dem 3-Prozess: Wenn der Wasserstoff aufgebraucht ist,
dann kann kein weiterer Kohlenstoff u¨ber die pp-Kette erzeugt werden. Obwohl fu¨r
T < 8  10
7
K die Kohlenstoffproduktion aus der pp-Kette u¨berwiegt, bleibt die gebil-
dete Kohlenstoffha¨ufigkeit kleiner als X
C12
< 10
 13
. Bei dieser Konzentration ist die
Effizienz des pp-Brennens gro¨ßer als diejenige des CNO-Zyklus. Die Kohlenstoff pro-
duzierenden Prozesse aus der pp-Kette reichen somit nicht aus, um den CNO-Zyklus
zu aktivieren.
Bedeutung von 8Be
Die Bildung von Kohlen-
Abb. 3.4: Gleichgewichtskonzentration von 8Be in
Abha¨ngigkeit der Temperatur. Die Bildung durch
zwei -Teilchen (durchgezogene Linie) u¨berwiegt im-
mer die Bildung im ppIII-Zweig (gestrichelte Linie).
stoff im 3-Prozess erfolgt
u¨ber das Zwischenprodukt
8Be. Daher liegt es nahe
zu vermuten, dass das im
ppIII-Zweig entstehende 8Be
auch zur Kohlenstoffproduk-
tion beitragen kann. Das
8Be ist in den vorliegenden
Temperaturbereichen immer
im Grundzustand, da der
erste angeregte Zustand erst
bei 3:04MeV liegt (private
Mitteilung Prof. Oberhummer,
TU Wien). Der Grundzustand
von 8Be hat eine Halbwerts-
zeit von nur 9:68  10 17 s
(Chang, 2001), und diese ist
temperaturunabha¨ngig. Weil 8Be nur durch den Zerfall von 8B-Kernen gebildet wird,
ist die Konzentration im Gleichgewicht des ppIII-Zweiges durch die Konzentration
von 8B gegeben:
X
Be8
=

Be8

B8
X
B8
.
Im Gleichgewicht der ppIII-Kette kommt auf zwei fusionierte Protonen ein 8B-Atom,
deshalb kann die 8Be-Konzentration in Abha¨ngigkeit der Protonenzahl und der Proton-
Proton Reaktionsrate 
pp
angegeben werden:
(X
Be8
)
ppIII
=
4
ln 2

Be8

pp
(T )X
2
H
.
Obwohl die Lebensdauer von 8B wie gesehen sehr kurz ist, ist diese viel la¨nger als die
Zeit, in der zwei -Teilchen nichtresonant miteinander streuen. Deshalb kommt 8Be
im Bad der Heliumkerne ins Gleichgewicht:
+ 

8
Be .
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Abb. 3.5: Kernreaktionsnetzwerk fu¨r den CNO-Trizyklus, der in drei Unterzyklen
zerfa¨llt: in den CN-Zyklus (blau) , in den 17ON-Zyklus (cyan) und in den 19FO-Zyklus
(magenta). Ein weiterer Protoneneinfang an 13N (rot) innerhalb des CN-Zyklus wird fu¨r
Temperaturen gro¨ßer 108 K wichtig.
Die Gleichgewichtskonzentration des so gebildeten 8Be ist temperaturabha¨ngig, des-
halb wird in der Literatur von thermischem 8Be gesprochen. Der Begriff thermisch
bezieht sich hier nicht auf einen Anregungszustand des Berylliums selbst – dieses ist
im diskutierten Temperaturbereich immer im Grundzustand. Die Konzentration be-
rechnet sich nach Clayton (1983, S. 412) zu:
(X
Be8
)

= 5:63  10
 10
T
 3=2
8
10
 
4:64
T
8
X
2

.
Diese Konzentration wird in Abbildung 3.4 verglichen mit der 8Be-Konzentration
aus der ppIII-Kette. Es ist zu sehen, dass fu¨r eine Komposition von (X
H
, X
He
) =
(0:77, 0:23) die 8Be Produktion durch -Teilchen diejenige aus der pp-Kette um vie-
le Gro¨ßenordnungen u¨bersteigt. Somit ist das in der pp-Kette gebildete 8Be fu¨r die
Kohlenstoffproduktion vernachla¨ssigbar.
3.1.2 CNO-Zyklus
Weizsa¨cker (1938) und Bethe (1939) haben unabha¨ngig voneinander den Protonenein-
fang an Kohlenstoff und Stickstoff als einen zur pp-Kette konkurrierenden Energie-
produktionsmechanismus gefunden. Sie zeigten, dass in einer Serie von Reaktionen,
im sogenannten CN-Zyklus (siehe Abbildung 3.5), Wasserstoff zu Helium konvertiert
wird. Die CN-Elemente dienen als Katalysatoren und werden selbst nicht verbraucht.
Obwohl bei den hypothetischen Population-III-Sternen anfa¨nglich per definitionem
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Abb. 3.6: Energie- und Kohlenstoffproduktion im CNO-Zyklus. Die Referenzkurve
(schwarze Linie), die alle betrachteten Reaktionen entha¨lt, fa¨llt stets mit dem Modell
zusammen, das den 19FO- und den 17ON-Zyklus vernachla¨ssigt (gestrichelt rote Linie).
keine CN-Elemente vorliegen, kann bei den heißen, massereichen Vertretern Kohlen-
stoff u¨ber den 3-Prozess in ausreichenden Mengen nachgebildet werden. Wie schon
eingangs beschrieben, erkannte dies Ezer (1961) und lieferte zusammen mit Cameron
auch die ersten vereinfachten Entwicklungsrechnungen (Ezer & Cameron, 1971).
Wieder wird in dieser Arbeit das zeitabha¨ngige Einzonen-Modell herangezogen,
um die zur Energieproduktion beitragenden Reaktionen der Katalysatorelemente Koh-
lenstoff, Stickstoff, Sauerstoff und Fluor fu¨r Temperaturen bis 1:5108 K zu identifizie-
ren. Die beru¨cksichtigten Reaktionsketten sind der 3-Prozess, der CN- , 17ON- und
19FO-Zyklus sowie die Sequenz 13N(p,)14O(+,)14N (siehe Abbildung 3.5). Diese
Sequenz sowie die im CNO-Zyklus vorkommenden -Zerfa¨lle werden im Reaktions-
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Abb. 3.7: a) Einfluss der Neutronen bildenden Reaktionen auf die Energieproduktion
und b) Neutronenbildung in unterschiedlichen Reaktionszweigen.
netzwerk der klassischen Sternentwicklungsprogramme vernachla¨ssigt. Fu¨r Zentral-
temperaturen von T < 1  108K ist diese Vernachla¨ssigung gerechtfertigt, weil die
Zeitskalen der Protoneneinfa¨nge groß sind gegenu¨ber den Zeitskalen der -Zerfa¨lle,
die in der Gro¨ßenordnung von 100 Sekunden liegen. Schon Ezer & Cameron (1971)
wiesen darauf hin, dass bei den hohen Zentraltemperaturen von T  1  108K die
Zeitskalen der Protoneneinfa¨nge vergleichbar mit denen der -Zerfa¨lle werden. Die
Referenzrechnung umfasst deshalb alle genannten Reaktionszweige, insbesondere die
-Zerfallsreaktionen sowie die Reaktionen 13N(p,)14O und 14O(+,)14N. Dies er-
fordert die Mitnahme von 15 chemischen Spezies: 1H, 4He, 12C, 13C, 13N, 14N,
15N, 14O, 15O, 16O, 17O, 18O, 17F, 18F und 19F. In allen Modellen wird mit der An-
fangsha¨ufigkeit von (X
H
,X
He
, X
other
) = (0:77,0:23,10 20) gestartet. Die Ergebnisse
dieser Rechnungen, die auch in Straka & Tscharnuter (2001) nachzulesen sind, zeigt
Abbildung 3.6. Die Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle fu¨hrt in der Energieproduktion
(Abbildung 3.6(a-c)) zu Fehlern von 10% bei 1  108K, zu 65% bei 1:3  108K und zu
300% bei 1:5  108K. Der weitere Protoneneinfang an 13N hat bei 1  108K nur einen
geringen Einfluss (< 1%), tra¨gt bei 1:3  108K schon 30% zur Energieproduktion bei
und bei 1:5  108K ganze 55%. Dagegen fu¨hrt die Vernachla¨ssigung des 19FO- und
des 17ON-Zyklus nur zu geringen Abweichungen (<1%) in der Energieproduktion.
17ON- und 19FO-Zyklus mu¨ssen nur dann mitgenommen werden, wenn man an den
relativen Ha¨ufigkeiten von Sauerstoff und Fluor interessiert ist. Das beschriebene Ver-
halten la¨sst sich ganz analog an der Kohlenstoffha¨ufigkeit ablesen (siehe Abbildung
3.6(d-f)). Das Anwachsen der Energieproduktion in Abbildung 3.6(a-c) erfolgt durch
die fortwa¨hrende Kohlenstoffproduktion im 3-Prozess (Abbildung 3.6(d-f)).
3.1.3 Reaktionen mit Neutronen
In den AGB-Phasen der Sternentwicklung werden Neutronen bildende Reaktionen
wichtig fu¨r den Aufbau von s-Prozess-Elementen. Haben Neutronen auch einen Ein-
fluss auf die Hauptreihenentwicklung der heißen, massereichen Population-III-Sterne?
Bei einer Temperatur von 1:5  108K kommt die Zeitskala der Neutroneneinfa¨nge in
die Gro¨ßenordnung der Protoneneinfa¨nge, vorausgesetzt, es liegt eine Neutronenkon-
zentration von X
n
= 10
 13 vor. Als einzige Neutronenquelle kommt die Reaktion
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13C(,n)16O in Frage, da die Reaktionskette 14N(,)18F(+)18O(,)22Ne(,n)
bei diesen Temperaturen nicht zur Neutronenproduktion beitra¨gt (siehe Abbil-
dung 3.7(b)). Betrachtet man nur den Bildungsprozess von Neutronen im Zweig
13C(,n)16O, dann kann die Neutronenkonzentration auf einen Wert von 10 13 anstei-
gen. Neutroneneinfa¨nge an den CNO-Isotopen agieren als Neutronensenke (Herndl et
al., 1999), und unter Beru¨cksichtigung der Reaktionen 12C(n,)13C, 13C(n,)14C und
15O(n,)16O bleibt die Neutronenkonzentration unter X
n
= 10
 16 (siehe Abbildung
3.7(b)). Die Ineffizienz der Neutronenquelle ist hauptsa¨chlich darin begru¨ndet, dass
die Reaktion 13C(,n)16O im Vergleich zum Protoneneinfang an 13C um den Faktor
10
 7 unterdru¨ckt ist. Dies ist auf dem AGB nicht der Fall, da in diesem Entwicklungs-
stadium schon alle Protonen verbraucht sind.
3.1.4 Umwandlung primordialer Elemente in Kohlenstoff
Die Standard-Urknall-Nukleosynthese (BBN) sagt voraus, dass die Elemente D, 3He,
7Li und 11Be gebildet werden. Fu¨r primordialen Kohlenstoff gibt Jedamzik (1999)
bei einem Baryonen-zu-Photonen-Verha¨ltnis von   4  10 10 eine Kohlenstoff-
konzentration von X
12
C
 5  10
 15 an. Deuterium wird schon bei Temperaturen
von einigen Millionen Kelvin vollsta¨ndig zu 3He verbrannt. Geht man davon aus,
dass das gesamte 3He in 7Be verbrannt wurde, dann la¨sst sich u¨ber die Reaktionsket-
te 7Be(; )11C(+; )11B(p; )12C Kohlenstoff produzieren. Mitalas (1985) scha¨tzt
den so produzierten Kohlenstoff zu
X
C12
 2:0  10
 2
exp
 
 12:950
T
1=3
9
!
X
He3
(3.1)
ab. Ausgehend von der sicher zu optimistischen Annahme von X
D
= 4  10
 4 sowie
X
He3
= 2  10
 4 (siehe Vangioni-Flam et al. (2000) fu¨r eine ausfu¨hrlichere Behand-
lung der zu erwartenden BBN-Ha¨ufigkeiten) ergibt die vollsta¨ndige Umwandlung in
3He eine Konzentration von X
He3
= 8  10
 4
. Dies fu¨hrt nach Formel (3.1) bei ei-
ner Temperatur von T = 5  107 K auf eine Kohlenstoffha¨ufigkeit von 10 22, was
vollsta¨ndig vernachla¨ssigbar ist.
Ebenso die Produktion u¨ber 7Li ist vernachla¨ssigbar klein (Mitalas, 1985):
X
C12
= 8:9  10
 7
exp
 
 10:690
T
1=3
9
!
X
Li7
,
denn selbst mit einer 7Li Ha¨ufigkeit von 10 9 und einer Temperatur von T = 5 107 K
erreicht man nur X
C12
 10
 28
.
Die primordiale Konzentration von 11Be ist besonders interessant, denn gerade
bei niedrigen Temperaturen ist der Protoneneinfang nach Kohlenstoff gegenu¨ber der
Zersto¨rung durch 11B(p,)8Be bevorzugt. Als oberste Schranke fu¨r 11B liefert die
Standard-BBN allerdings nur X
Be11
 10
 15 mit wahrscheinlicheren Werten im Be-
reich von X
Be11
 10
 16
. Selbst wenn das gesamte 11Be in Kohlenstoff umgewandelt
wird, kann u¨ber diesen Mechanismus nicht mehr als X
C12
 10
 15 erzeugt werden.
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3.2 Mischen
Massereiche Sterne haben eine große zentrale Konvektionszone, in der die chemischen
Elemente aufgrund der turbulenten Gasbewegungen gemischt werden (Kippenhahn &
Weigert, 1990, S. 212ff). In Hauptreihensternen der Population I oder II ist dieser
Mischprozess sehr schnell im Vergleich zu den Ha¨ufigkeitsa¨nderungen durch die lang-
samen Kernreaktionen. Unter diesen Umsta¨nden kann man sicher davon ausgehen,
dass die Elemente in der Konvektionszone homogen gemischt bleiben. Dies ist gleich-
bedeutend mit der Annahme von instantanem Mischen u¨ber die gesamte Konvekti-
onszone. Die folgende Gro¨ßenordnungsabscha¨tzung soll zeigen, dass die Umlaufzeit
im CNO-Zyklus bei den heißen Temperaturen der massereichen Population-III-Sterne
vergleichbar oder sogar ku¨rzer sein kann als die Zeitskala fu¨r das turbulente Mischen.
Die in Abschnitt 3.2.1 folgende Argumentation ist auch in Straka & Tscharnuter (2001)
beschrieben.
3.2.1 Mischungszeitskala
Die Mischungszeitskala kann mit der klassischen Mischungswegtheorie (MLT, Bo¨hm-
Vitense, 1958) abgescha¨tzt werden. Fu¨r die folgende Rechnung wird eine Standard-
Komposition von (X
H
,X
He
) = (0:77,0:23) angenommen. Selbst im Fall der heißen
Population-III-Sterne kann der Strahlungsdruck fu¨r diese Abscha¨tzung vernachla¨ssigt
werden, und es reicht, ein monoatomares Gas mit  = 1 und c
P
= 5R=2 anzu-
nehmen. Die Mischungszeitskala ist im Wesentlichen gegeben durch die Druckska-
lenho¨he geteilt durch die charakteristische Geschwindigkeit v
conv
fu¨r die Bewegung
der konvektiven Wirbel:

conv
 10
8

r
R


2

M

m

r
T
10
8
K

10
 4
p
r r
e

s . (3.2)
Die Gro¨ße r   r
e
ist die Differenz zwischen dem tatsa¨chlichen Temperaturgradi-
enten r und der ¨Anderung der Temperatur in einem Massenelement wa¨hrend seiner
Bewegung r
e
. In der MLT ist es u¨blich, zwei dimensionslose Gro¨ßen einzufu¨hren
(Kippenhahn & Weigert, 1990, S. 51):
U  2  10
 11

m
M


T
10
8
K

3=2

100 g cm
 3


2

R

r

2
, (3.3)
W = r
rad
 r
ad
.
Falls U  (r   r
e
)
1=2
 W (siehe unten), dann kann die kubische Gleichung der
MLT vereinfacht werden zu
p
r r
e


8
9
UW

1=3
.
Fu¨r eine Abscha¨tzung von 
conv
im Sternzentrum ko¨nnen Gleichungen (3.2) und (3.3)
wegen m = 4=3
c
r
3 noch weiter reduziert werden:

conv
 10
6

M

m

1=3

100 g cm
 3

c

2=3

T
c
10
8
K

1=2

7  10
 4
p
r r
e

s (3.4)
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Abb. 3.8: Linien konstanter 
nuc
bei X
H
= 0:77. Im Gebiet oberhalb der gestrichelten
Linie ist das Mischen langsam im Vergleich zur nuklearen Zeitskala.
und
U  4  10
 10

m
M


1=3

100 g cm
 3

c

4=3

T
c
10
8
K

3=2
. (3.5)
Das folgende Zahlenbeispiel stu¨tzt sich auf einen 20 M

Population-III-Stern, der auf
der Hauptreihe typischerweise T
c
 10
8
K und 
c
 100 g cm
 3 erreicht. Fu¨r eine
innere Massenkoordinate m = 1M

folgt U  4  10 10 aus Gleichung (3.5). Fu¨r an-
gemessene Werte von W ,W  1 : : : 100 folgt (r r
e
)
1=2
 7 10
 4
. Wie gefordert,
gilt die Annahme U  (r   r
e
)
1=2
 W . Einsetzen der Werte in Gleichung (3.4)
fu¨hrt schließlich auf:

conv
 10 Tage .
Auch fu¨r Population-I- und -II-Sterne sowie fu¨r Massen gro¨ßer 20 M

bleibt dieser
Wert bis auf Faktoren der Gro¨ßenordnung Eins richtig.
3.2.2 Nukleare Zeitskala
Eine charakteristische Zeitskala fu¨r die Kernreaktionen in massereichen Sternen ist
die Umlaufzeit im CNO-Zyklus. Diese Zeit ist im Wesentlichen gegeben durch die
langsamste Reaktion im Zyklus: 14N(p,)15O. Selbst bei Temperaturen von 1:5108K,
bei denen die Protoneneinfa¨nge vergleichbar mit den -Zerfa¨llen werden, stimmt die
folgende Abscha¨tzung bis auf einen Faktor 2:

nuc
 
n14pg
=
A
H
X
H

n14pg
(T )
. (3.6)
Die Reaktionsrate 
n14pg
(T ) ist nur eine Funktion der Temperatur. Die analytische Fit-
Formel fu¨r diese Rate wird wieder, wie von NACRE (Angulo et al., 1999) angegeben,
verwendet:

n14pg
(T ) = 4:83  10
7
T
 2=3
9
exp
 
 15:231T
 1=3
9
 

T
9
0:8

2
!
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 (1  2:00T
9
+ 3:41T
2
9
  2:43T
3
9
)
+ 2:36  10
3
T
 3=2
9
exp( 3:010T
 1
9
)
+ 6:72  10
3
T
0:380
9
exp( 9:530T
 1
9
) .
Mit dieser Reaktionsrate und zusammen mit Gleichung (3.6) la¨sst sich die Umlaufzeit
im CNO-Zyklus in Abha¨ngigkeit der Dichte  und der Temperatur T abscha¨tzen. Um
den Parameterraum zu erkunden, werden Linien konstanter Umlaufzeit 
nuc
in ein -T
Diagramm eingetragen (Abbildung 3.8). Die gestrichelte Linie markiert die typische
Zeitskala fu¨r konvektives Mischen. Im Gebiet oberhalb (unterhalb) dieser Linie ist
das Mischen langsam (schnell) im Vergleich zur nuklearen Zeitskala. Die Annahme
von instantanem Mischen ist nur gerechtfertigt im unteren Gebiet, in dem das Mischen
schnell ist. Es ist zu sehen, dass
”
normale“ Sterne im unteren Gebiet liegen (linke un-
tere Ecke), dass sich jedoch die massereichen Population-III-Sterne im oberen Gebiet
befinden, in dem die Annahme von instantanem Mischen nicht mehr gerechtfertigt ist.
3.3 Zusammenfassung
Die Bedeutung einzelner Kernreaktionen sowohl fu¨r die Energie- als auch fu¨r die Koh-
lenstoffproduktion wurde im Rahmen eines Einzonen-Modells untersucht. Dabei fan-
den Beachtung die Reaktionszweige ppI bis ppIV, Kohlenstoff produzierende Prozesse
aus der pp-Kette, die 3-Reaktion, der CN-, 17ON- und der 19FO-Zyklus, die Se-
quenz 13N(p,)14O(+,)14N sowie die Neutronenproduktion und die Umwandlung
primordialer Elemente in Kohlenstoff. Im Ergebnis sind fu¨r die Energieproduktion im
betrachteten Temperaturbereich T < 1:5  108K die Reaktionszweige ppI bis ppIII
sowie der CN-Zyklus und die Sequenz 13N(p,)14O(+,)14N wichtig. Auch die -
Zerfallsreaktionen mu¨ssen explizit im Netzwerk mitgefu¨hrt werden. Der einzig wich-
tige Kohlenstoffproduzent ist die 3-Reaktion. Des Weiteren ist die Annahme von
instantanem Mischen in der Konvektionszone der heißen Population-III-Sterne nicht
gerechtfertigt. Welchen Einfluss ein verbessertes Kernreaktionsnetzwerk sowie eine
verbesserte Behandlung der Mischprozesse auf die Entwicklungsrechnungen masse-
reicher Population-III-Sterne hat, ist Gegenstand der Untersuchungen im na¨chsten Ka-
pitel.
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4 Ergebnisse der Simulationen
Im vorhergehenden Kapitel wurde aufgezeigt, dass bei massereichen Population-III-
Sternen im Vergleich zu Sternen der Population I und II sowohl einige zusa¨tzliche
Kernreaktionszweige wichtig werden ko¨nnen als auch die Mischung von Elementen in
konvektiv instabilen Zonen nicht mehr als homogen angenommen werden darf. Durch
vergleichende Simulationsrechnungen sollen in diesem Kapitel die Auswirkungen die-
ser Prozesse auf die Entwicklung der Population-III-Sterne, angefangen von der Vor-
hauptreihe bis zum Ende der Hauptreihenphase, untersucht werden.
Das zu integrierende Gleichungssystem besteht aus den in Kapitel 1 hergeleiteten
Sternaufbaugleichungen, in denen in konsistenter Weise ein zeitabha¨ngiges Kernre-
aktionsnetzwerk, zeitabha¨ngiges Mischen und ein zeitabha¨ngiges Konvektionsmodell
enthalten sind. Die verwendete ra¨umliche Diskretisierung des Systems wurde in Ka-
pitel 2 vorgestellt. Da die zeitliche Integration des Systems von LIMEX durchgefu¨hrt
wird, werden alle Gleichungen vollsta¨ndig gekoppelt und implizit gelo¨st. Der in dieser
Arbeit entwickelte Sternentwicklungscode koppelt somit erstmals die Kernreaktionen,
das Mischen, die thermo-energetische und die mechanische Struktur des Sterns. Diese
Koppelung wurde mit dem verwendeten numerischen Verfahren nur mo¨glich, indem
eine verbesserte, zeitabha¨ngige Konvektionstheorie eingebaut wurde.
Diesen Sta¨rken des selbstentwickelten Codes stehen in Bezug auf eine realistische
Modellierung der Sternentwicklung noch einige Simplifizierungen gegenu¨ber, die je-
doch zuku¨nftig leicht innerhalb des bestehenden Programmschemas verbessert werden
ko¨nnen. Dies betrifft zum einen die Atmospha¨re, die hier nur in der grauen Na¨herung
behandelt wird. Allerdings kann man den Einfluss der atmospha¨rischen Randbedin-
gung auf die Lo¨sung der inneren Sternaufbaugleichungen bei massereichen Sternen
als gering einstufen, da diese rein radiative Hu¨llen besitzen, bei denen die a¨ußere
Randbedingung in tieferliegenden Schichten nicht mehr von Bedeutung sind (Kippen-
hahn & Weigert, 1990, S. 72ff). Die zweite Vereinfachung betrifft die Behandlung der
Opazita¨t, bei der nur eine einfache analytische Formel fu¨r Elektronenstreuung beru¨ck-
sichtigt wurde. Obwohl einige Autoren bessere Opazita¨ten fu¨r die Z = 0 Mischung
verwenden (Marigo et al., 2001), wurde bisher die autogene Metallproduktion bei der
Berechnung der Opazita¨ten in allen Modellen vernachla¨ssigt. Schließlich wu¨rden ins-
besondere die hier untersuchten Mischprozesse durch die Beru¨cksichtigung von Rota-
tion, die bei den massereichen Sternen von Bedeutung sein sollte (Meynet & Maeder,
2000), beeinflusst. Doch auch die Effekte der Rotation wurden bisher bei Population-
III-Sternen noch nicht untersucht, sodass hauptsa¨chlich die vereinfachte Behandlung
der Opazita¨t den Vergleich dieser Rechnungen mit bereits bestehenden erschwert.
Der Schwerpunkt der Untersuchungen liegt auf den Implikationen, die sich aus
der zeitabha¨ngigen Modellierung der Konvektion ergeben, sowie auf vergleichenden
Rechnungen, in denen der Einfluss der Kernreaktionen, des Mischens und der gewa¨hl-
ten Anfangsmodelle auf die Entwicklung der (Vor-)Hauptreihe quantifiziert wird.
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4.1 Anfangsmodelle
Ein eigenes Problem stellt die Konstruktion von konsistenten Anfangsmodellen fu¨r
das Gleichungssystem in Kapitel 1, Tafel I dar. Fu¨r den physikalischen Aspekt die-
ses Problems ist die Frage zu kla¨ren, welche Anfangsbedingungen sinnvoll sind. Der
technische Aspekt dieses Problems ist es, ein Modell zu konstruieren, welches das
Gleichungssystem auf gegebener Diskretisierung lo¨st. Wie Ka¨hler und Weigert (1974)
zeigen konnten, sind die Sternstrukturgleichungen vollsta¨ndig bestimmt durch die Vor-
gabe von Gesamtmasse M , chemischer Zusammensetzung X
i
und Entropiestruktur
s(m). Im Folgenden wird eine Lo¨sungsstrategie entworfen, die anhand dieser Ein-
gangsparameter ein Anfangsmodell konstruiert. Das Rezept orientiert sich stark an
der Arbeit von Ka¨hler und Weigert (1974).
4.1.1 Reduziertes Gleichungssystem
Wie Beech & Mitalas (1994) in ihren kanonischen Vorhauptreihenrechnungen mas-
sereicher Sterne im Massenbereich 15–60M

zeigten, durchlaufen alle ihre Modelle,
obwohl sie von urspru¨nglich vollkonvektiven Anfangsmodellen ausgehen, eine rein ra-
diative Phase, in der der Stern einer Polytropen mit n = 3 nahe kommt. Der Startpunkt
der Rechnungen in dieser Arbeit wird nun in der vollsta¨ndig radiativen Phase gewa¨hlt,
weil dies die Konstruktion der Anfangsmodelle erleichtert. Denn im vollsta¨ndig radia-
tiven Fall ist die turbulente kinetische Energie ! gleich Null, und deshalb kann eine
Gleichung im System, die Gleichung fu¨r die turbulente kinetische Energie, entfallen.
Außerdem findet kein Mischen der Elemente statt, sodass auch der Mischterm in der
Gleichung fu¨r die chemischen Spezies verschwindet. Drittens ist der Gradient r der
Temperaturschichtung gleich dem radiativen Gradienten r
rad
. Es bleibt, eine Lo¨sung
fu¨r das in Tafel IV gezeigte reduzierte Gleichungssystem zu finden.
4.1.2 Konstruktion des Anfangsmodells
Zur besseren ¨Ubersichtlichkeit fu¨r die folgende Diskussion kann das Gleichungssy-
stem aus Tafel IV formal wie folgt dargestellt werden:
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=
^
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Die Entropiestruktur ist fu¨r die Konstruktion des Anfangsmodells die relevante Gro¨ße.
Aus diesem Grund sind einige Variablentransformationen sinnvoll. Jede thermodyna-
mische Gro¨ße kann durch zwei andere und die chemische Zusammensetzung ausge-
dru¨ckt werden. Es existieren somit zwei Gleichungen der Form:
T = T (s; P;X
i
) , (4.1)
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Tafel IV Reduzierte Sternaufbaugleichungen
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) ,
mit denen die Variablen Temperatur T und innere Energie e auf die Variablen Entropie
und Druck transformiert werden ko¨nnen. Des Weiteren existiert eine Zustandsglei-
chung
 = (s; P;X
i
) , (4.2)
mit der auch noch die Variable  aus dem System eliminiert werden kann:
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) , (4.3)
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Die Variablen m, s und X
i
sind fu¨r das gesamte Sternmodell vorgegeben. Deshalb
enthalten die Funktionen f
1
und f
2
in der ersten und zweiten Gleichung nur zwei
Unbekannte, r und P . Wie dies auch bei Polytropenmodellen der Fall ist, entkop-
pelt hier wegen der Vorgabe der Entropiestruktur der mechanische Teil vom thermo-
energetischen. Ka¨hler und Weigert (1974) schlagen vor, den mechanischen Teil von
innen nach außen durch Vorgabe des Zentraldrucks mit einem Integrator fu¨r gewo¨hn-
liche Differenzialgleichungen zu lo¨sen. In dieser Arbeit wird ein leicht modifizierter
Weg gewa¨hlt, der sich in den hier untersuchten Modellen durch ein besseres Kon-
vergenzverhalten auszeichnete. Es wird nicht der Zentraldruck, sondern der Radius
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R( = 2=3) vorgegeben. Wegen der Annahme einer grauen Atmospha¨re la¨sst sich
auch der Druck bei diesem Radius angeben. Anschließend werden die mechanischen
Gleichungen mit einem Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung von außen nach in-
nen integriert. Als zusa¨tzlicher freier Parameter taucht nun die Variable R auf. Diese
muss solange variiert werden, bis der innerste Radiuspunkt die innere Randbedingung,
r
0
= 0, erfu¨llt.
Hat man die Variablen Radius r und Druck P wie beschrieben bestimmt, dann
lassen sich mit der vorgegebenen Entropiestruktur alle anderen thermodynamischen
Gro¨ßen wie Temperatur, innere Energie und Dichte u¨ber die Gleichungen (4.1-4.2)
bestimmen. Gleichung (4.6) entha¨lt nur noch eine einzige Unbekannte, die Leuchtkraft
l, und kann als Bestimmungsgleichung fu¨r l verwendet werden. Die noch u¨brigen
Gleichungen legen die Zeitterme eindeutig fest. Gleichung (4.5) legt die Zeitableitung
der Entropie _s und Gleichung (4.7) die Zeitableitung der chemischen Spezies _X
i
fest.
Leider ist die Wahl der Entropiestruktur in den a¨ußersten Schichten nicht beliebig, da
noch eine weitere Bedingung, die photospha¨rische Randbedingung
L = 4R
2
( = 2=3) T
4
( = 2=3)
erfu¨llt werden muss. Diese Komplikation ist in dieser Arbeit nicht vollsta¨ndig befriedi-
gend gelo¨st, da fu¨r die Konstruktion der Anfangsmodelle implizit davon ausgegangen
wird, dass eine geeignete Entropiestruktur in den a¨ußeren Schichten gewa¨hlt wurde,
die die photospha¨rische Randbedingung erfu¨llt.
4.1.3 Entropiestruktur des Anfangsmodells
Das Anfangsmodell fu¨r diese Rechnungen sollte idealerweise durch Kollapsrechnun-
gen von primordialen Gaswolken geliefert werden. Die Modellierung des Kollapses
ist im Fall der primordialen Gasmischung noch nicht soweit fortgeschritten, dass sol-
che Anfangsmodelle vorla¨gen. Aus diesem Grund wird fu¨r die Anfangsmodelle die
Entropiestruktur einer Polytrope mit n = 3 gewa¨hlt, die als Lo¨sung eines vollsta¨ndig
radiativen Modells sinnvoll ist. Die Rechnungen von Beech & Mitalas (1994) zeig-
ten, dass, selbst ausgehend von vollsta¨ndig konvektiven Modellen, massereiche Sterne
vollsta¨ndig radiativ werden und einer Polytrope n = 3 genu¨gen. Das Anfangsmodell
ist durch die Vorgabe der Gesamtmasse und einer Polytropenstruktur noch nicht aus-
reichend bestimmt, die Wahl des Anfangsradius ist noch frei. Der Radius des Modells
wird hier so gewa¨hlt, dass das Anfangsmodell eine Zentraltemperatur von ungefa¨hr
10
6
K hat, ausreichend niedrig, um die nukleare Verbrennung von primordialem Deu-
terium und 3He in den Modellrechnungen mitnehmen zu ko¨nnen. Um den Einfluss
des Anfangsmodells auf die Entwicklung abzuscha¨tzen, wurden fu¨r das 50M

Mo-
dell zwei alternative Anfangsmodelle konstruiert. Die Ergebnisse dieses Vergleiches
werden in Abschnitt 4.4 vorgestellt.
4.2 Referenzmodell
Wenn nicht ausdru¨cklich anders vermerkt, beginnen alle Rechnungen auf der Vor-
hauptreihe bei einer Zentraltemperatur von ungefa¨hr 106K und mit einer primor-
dialen Elementmischung von (X
H
, X
He4
, X
D
, X
He3
, X
Li7
) = (0:77,0:23, 6  10 5,
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2  10
 5
, 6  10
 10). Diese Elementmischung wurde von Wagoner (1973) aufgrund
von Urknall-Nukleosyntheserechnungen fu¨r das primordiale Gas vorgeschlagen. Alle
u¨brigen Spezies werden anfa¨nglich auf einen Wert von 10 15 gesetzt, der vereinbar mit
der oberen Schranke der primordial erzeugten Konzentration der Elemente C, N und
O ist (Jedamzik, 1999). Alle in Kapitel 3 fu¨r die Energie- und Kohlenstoffprodukti-
on identifizierten beitragenden Kernreaktionszweige werden beru¨cksichtigt. Dies sind
der ppI- bis ppIII-Zweig, der CN-Zyklus, die Sequenz 13N(p,)14O(+,)14N und der
3-Prozess. Diese Zweige erfordern ein Kernreaktions-Netzwerk, das insgesamt die
folgenden 14 Spezies entha¨lt: 1H, 2H, 3He, 4He, 7Be, 7Li, 8B, 12C, 13C, 13N, 14N,
15N, 14O, 15O. Die Reaktionsraten werden von der NACRE-Kollaboration (Angulo
et al., 1999) genommen, die auch im Anhang B aufgefu¨hrt sind. Um die Rechenzeit
etwas zu beschleunigen, wird fu¨r eine Zentraltemperatur kleiner als 107K nur der ppI-
Zweig beru¨cksichtigt. Ab einer Zentraltemperatur von 107K werden der ppII-Zweig,
ab 2  107K der ppIII-Zweig und ab 3  107K die noch u¨brigen Kernreaktionen zu-
geschaltet. Das Referenzmodell besteht aus 150 Massenschalen, wobei 50 Schalen
auf die a¨ußere Hu¨lle entfallen, die zwar nur 10% der Masse entha¨lt, bei der aber die
Variablen Druck und Temperatur stark abfallen. Die Modellrechnungen, angefangen
von der Vorhauptreihe bis zu dem Zeitpunkt auf der Hauptreihe, bei dem u¨ber 80% des
Wasserstoffs verbraucht ist, beno¨tigen ca. 50 Stunden Rechenzeit auf einem modernen
Personal Computer (AMD Athlon 1.4 GHz).
4.3 Entwicklung massereicher Pop-III-Sterne
Die Entwicklung von fu¨nf Population-III-Sternen der Masse 15M

, 20M

, 50M

,
100M

und 150M

wird verfolgt, beginnend mit der Vorhauptreihenphase bis hin
zu dem Zeitpunkt, an dem u¨ber 80% des Wasserstoffs auf der Hauptreihe aufge-
braucht sind. Das Programm ist noch nicht in der Lage, die Sterne durch die Phase
der Spa¨tstadien zu entwickeln, in denen ra¨umliche Strukturen wie das Schalenbrennen
gut aufgelo¨st werden mu¨ssen. Fu¨r den Vergleich liegen zwei weitere Rechnungen ei-
nes 50M

-Sterns vor mit einer anfa¨nglichen Elementkomposition, wie sie typisch ist
fu¨r Sterne der Population II bzw. Population I.
4.3.1 Entwicklungswege
In Abbildung 4.1 sind die Entwicklungswege der fu¨nf Population-III-Modelle in ein
HRD eingezeichnet. Die Entwicklung beginnt rechts im HRD bei niedrigen Effek-
tivtemperaturen. In der Vorhauptreihenphase, in der die Sterntemperaturen noch zu
gering sind, um nukleare Reaktionen zu zu¨nden, steht dem Stern nur die Gravitations-
energie zur Deckung seine Leuchtkraft zur Verfu¨gung: Der Stern muss kontrahieren.
Die Kontraktion ihrerseits fu¨hrt zu einer Erwa¨rmung des Sterns, da die freigesetzte
Gravitationsenergie nach dem Virialsatz nur zur Ha¨lfte der Leuchtkraft zur Verfu¨gung
steht, die andere Ha¨lfte erho¨ht die innere Energie. Wa¨hrend der Vorhauptreihenkon-
traktion verhalten sich diese Sterne weitgehend wie eine Polytrope mit n = 3, bei der
die Leuchtkraft konstant bleibt und nur die Effektivtemperatur aufgrund der Kontrak-
tion zunimmt. Vorhandene Abweichungen in der Leuchtkraft kommen in dieser Phase
von primordialem Deuteriumbrennen, das mit dem Entstehen einer tempora¨ren, zen-
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Abb. 4.1: Entwicklungswege im theoretischen HRD fu¨r Population-III-Sterne im Mas-
senbereich 5M

–150M

.
tralen Konvektionszone und somit mit einer Erniedrigung der Leuchtkraft verbunden
ist.
Fu¨r Massen oberhalb von 20M

ist der Stern ab dem Leuchtkraftminimum im
thermischen Gleichgewicht, sodass eine Kurve durch diese Punkte die Zero Age
Main Sequence (ZAMS) definiert. Wie gut das thermische Gleichgewicht erfu¨llt ist,
kann am Verha¨ltnis zwischen der gravitativen Leuchtkraft L
g
zur Gesamtleuchtkraft
L abgelesen werden. Im Gegensatz zu
”
normalen“ Sternen, die schon am Beginn
der Hauptreihe vollsta¨ndig thermisch relaxiert sind (L
g
=L  5  10
 4 fu¨r 50M

-
Population-II- bzw. Population-I-Stern), ist das thermische Gleichgewicht am Beginn
der Hauptreihe fu¨r Population-III-Sterne ab 50M

aufwa¨rts deutlich schlechter erfu¨llt
(L
g
=L  10
 1). Im Verlauf der Hauptreihenentwicklung verbessert sich das thermi-
sche Gleichgewicht fu¨r diese Sterne stetig bis auf L
g
=L  10
 3
, bei 50M

sogar
bis hinab zu L
g
=L  5  10
 4
. Der Relaxationsprozess wird unterbrochen durch den
aufgebrauchten Wasserstoffvorrat, der den Stern von der ZAMS wegfu¨hrt. Bei den
niedrigeren Massen, die im pp-Brennen auf der Hauptreihe ankommen, ist das thermi-
sche Gleichgewicht gleichbleibend mit L
g
=L  10
 2
  10
 3 erfu¨llt.
Der 15M

-Stern fa¨llt aus der Reihe. Am Leuchtkraftminimum befindet sich dieser
Stern nicht am Beginn des Hauptreihenstadiums, sondern kurz vor dem Entwicklungs-
stadium, an dem Molekulargewichtsa¨nderungen die Leuchtkraft wieder ansteigen las-
sen. Davor sinkt die Leuchtkraft in diesem Modell stetig – aufgrund des Wachstums
einer zentralen Konvektionszone, wie spa¨ter noch eingehender diskutiert werden wird.
Die Entwicklungswege weg von der ZAMS ko¨nnen auf die Molekularge-
wichtsa¨nderung durch die Verbrennung von Wasserstoff in Helium zuru¨ckgefu¨hrt wer-
den, die einen Leuchtkraftanstieg L / 4 bei einer Opazita¨t aufgrund von Elektronen-
streuung zur Folge haben muss. Die gleichzeitige Entwicklung zu niedrigeren Effek-
tivtemperaturen deutet auf eine chemisch inhomogene Entwicklung hin. Am Endpunkt
der Wege ist der Wasserstoffvorrat zu 80% aufgebraucht. Im Vergleich zu Population-
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Abb. 4.2: Vergleich eines 50M

-Population-III-Sterns mit einem 50M

-Stern der
Population-II und Population-I.
II- oder Population-I-Sternen erreichen Population-III-Sterne deutlich ho¨here Effek-
tivtemperaturen. Wie in Abbildung 4.2 zu sehen ist, hat der 50M

-Population-III-
Stern eine um log T
e
= 0:23 heißere Oberfla¨chentemperatur im Vergleich zum
Population-I-Stern. Wie schon Ezer & Cameron (1971) in den ersten Population-III-
Entwicklungsrechnungen zeigen, muss der Stern in Abwesenheit von CNO-Elementen
wegen der Ineffizienz des pp-Brennens zu ho¨heren Temperaturen kontrahieren. Im Fall
von Sternen mit mehr als 20M

wird die Zentraltemperatur dabei so hoch, dass u¨ber
den 3-Prozess autogen soviel Kohlenstoff produziert werden kann, dass diese Sterne
das Hauptreihenstadium mit CNO-Brennen erreichen. Bei Massen kleiner als 20M

wird die Hauptreihe im pp-Brennen erreicht. Die Rechnungen dieser Arbeit besta¨tigen
auch die Beobachtung von Ezer & Cameron (1971), dass die Vorhauptreihenkontrak-
tion bei Population-III-Sternen la¨nger ist, weil die Kontraktionsphase hin zu ho¨heren
Temperaturen la¨nger dauert. Im Fall von 50M

ist die Vorhauptreihenentwicklung um
2:9  10
4 a verla¨ngert. Dagegen bleiben die Leuchtkraftunterschiede bei den masserei-
chen Population-III- im Vergleich zu Population-I-Sternen gering (Abbildung 4.2).
4.3.2 Entwicklung von 50M

-, 100M

- und 150M

-Sternen
Population-III-Sternen gro¨ßer 30M

ist gemeinsam, dass die Energieproduktion von
Beginn der Hauptreihe an vollsta¨ndig von CNO-Brennen dominiert ist 1 (Abbildun-
gen 4.3-4.5). Diese Sterne haben eine so große Leuchtkraft, dass das pp-Brennen
immer ineffizient bleibt und die Kontraktion bis zu Zentraltemperaturen von mehr als
10
8
K andauert. Diese hohen Temperaturen fu¨hren zu einer Kohlenstoffbildung von
X
C12
 10
 11
, die zur Deckung des Leuchtkraftbedarfs durch CNO-Brennen aus-
reicht. Die Ausbildung einer Konvektionszone von 60 Massenprozent der anfa¨nglich
1 In dieser Arbeit wurde nur ein 20M

- und ein 50M

-Modell gerechnet, sodass die Angabe von
30M

nur eine Abscha¨tzung ist.
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Abb. 4.3: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 50M

-Population-III-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße der Konvektionszone an.
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Abb. 4.4: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 100M

-Population-III-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße der Konvektionszone an.
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Abb. 4.5: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 150M

-Population-III-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße der Konvektionszone an.
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vollradiativen Modelle beginnt mit der Verbrennung des primordialen Deuteriums bei
ungefa¨hr 5  102 a. Dieser Energieeintrag kann kurzzeitig 60% des Leuchtkraftbedarfs
decken (Abbildungen 4.3a; 4.4a; 4.5a). Das Deuterium wird zuna¨chst im Zentrum ver-
brannt (1. Maximum in L
pp
=L) und dann sukzessive in weiter außen liegenden Scha-
len (2. Maximum). Nur im 50M

-Modell schrumpft die Konvektionszone, nachdem
Deuterium verbrannt ist, wieder auf 15 Massenprozent. In den massereicheren Sternen
ist die Zustandsgleichung im Zentrum durch Strahlungsdruck dominiert, sodass radia-
tiver und adiabatischer Temperaturgradient so dicht zusammen liegen, dass die Kon-
vektionszone wa¨hrend der gesamten Entwicklung nicht mehr unter 60 Massenprozent
fa¨llt. Die Verbrennung von 3He fu¨hrt in allen drei Modellen zu einem leichten Anstieg
der Konvektion, ohne die Kontraktion stark zu verlangsamen. Mit dem Einsetzen des
CNO-Brennens steigt die Konvektionszone auf 70 Massenprozent, bei 150M

sogar
auf 80 Massenprozent an. Dieses Verhalten kann mit der sta¨rkeren Konzentration der
Energieproduktion hin zum Zentrum des Sterns im Modus des CNO-Brennens erkla¨rt
werden. Ein deutlich steilerer ra¨umlicher Anstieg der Leuchtkraft ist die Folge: 90%
der Leuchtkraft wird schon in den innersten 20 Massenprozent des Sterns gedeckt
(Abbildungen 4.3a; 4.4a; 4.5a). Ein steiler Leuchtkraftanstieg erho¨ht den radiativen
Gradienten, sodass das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium eine gro¨ßere Konvektions-
zone anzeigt.
Allen Modellen ist weiterhin gemeinsam, dass sie kurz vor Erreichen der Hauptrei-
he zuna¨chst mehr Energie produzieren als zur Deckung der Leuchtkraft erforderlich
ist. Die Hauptreihe wird deshalb erst nach einer Expansionsphase von ca. 104 a er-
reicht. Bei den großen Massen und hohen Temperaturen wird das Protonenreservoir
dieser Sterne in einigen 106 a verbraucht. Die Molekulargewichtsa¨nderungen machen
sich deshalb schon ab dem Beginn der Hauptreihe durch einen leichten Leuchtkraft-
anstieg bemerkbar (Abbildungen 4.3b; 4.4b; 4.5b). Obwohl die Zentraltemperatur in
allen drei Modellen wa¨hrend des Hauptreihenstadiums abnimmt, bleibt diese deutlich
u¨ber 108K, sodass fortwa¨hrend Kohlenstoff im 3-Prozess gebildet wird (Abbildun-
gen 4.3c; 4.4c; 4.5c). Die Kohlenstoffkonzentration betra¨gt am Endpunkt der Rech-
nungen X
C12
 10
 9 (Abbildungen 4.3d; 4.4d; 4.5d).
4.3.3 Entwicklung von 15M

- und 20M

-Sternen
Im Massenbereich kleiner 20M

wird die Hauptreihe mit pp-Brennen erreicht (Abbil-
dungen 4.6; 4.7); wegen der Abwesenheit von CNO-Elementen auch hier bei deutlich
ho¨heren Temperaturen und Dichten im Vergleich zur Population I oder Population II.
Im 15M

-Modell kann das pp-Brennen die Leuchtkraft bei einer Zentraltemperatur
von T = 9  107K decken (Abbildung 4.6c). An diesem Punkt betra¨gt die Konzentra-
tion der CNO-Elemente X
CNO
< 10
 13
, sodass CNO-Brennen noch keinen Beitrag
liefern kann. Doch auch bei T = 9  107K wird Kohlenstoff produziert, der nach
u¨ber 107 a auf eine Konzentration von 10 11 ansteigt, und dann u¨bernimmt der CNO-
Zyklus die Energieproduktion. Die ¨Ubernahme des CNO-Zyklus erfolgt praktisch un-
bemerkt in der Leuchtkraft und in der Effektivtemperatur. Beim 20M

-Modell tra¨gt
das CNO-Brennen von Anfang der Hauptreihe an 20% zur gesamten Energieproduk-
tion bei. Die Bildung von Kohlenstoff im Hauptreihenstadium fu¨hrt zu einer langsa-
men Verschiebung des Energieproduktionsmodus weg vom pp-Brennen und hin zum
CNO-Brennen. Besonders bemerkenswert ist in beiden Modellen das kontinuierli-
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Abb. 4.6: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 15M

-Population-III-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße der Konvektionszone an.
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Abb. 4.7: Zeitliche Entwicklung einiger Sternparameter im 20M

-Population-III-
Modell. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße der Konvektionszone an.
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Abb. 4.8: Ra¨umliche Verteilung der unterschiedlichen Temperaturgradienten an zwei
unterschiedlichen Entwicklungszeitpunkten im 15M

-Stern. Im stationa¨ren Grenzfall
folgt der tatsa¨chliche Gradient der Schichtung r dem radiativen Gradienten r
rad
in
Schwarzschild-Ledoux stabilen Gebieten (a). Im instationa¨ren Fall kann der tatsa¨chliche
Gradient deutlich vom radiativen Gradienten abweichen (b). Grund ko¨nnte die unter-
schiedliche ra¨umliche Verteilung der Energieproduktion sein (c,d), die im Fall (d) einen
gro¨ßeren ra¨umlichen Entropiegradienten erzeugt.
che Wachstum der zentralen Konvektionszone von 40 Massenprozent am Beginn der
Hauptreihe bis auf 75 Massenprozent am Ende der Rechnungen. Dies ist ein Effekt
der in dieser Arbeit zeitabha¨ngig formulierten Konvektion, der im folgenden Abschnitt
eingehender diskutiert werden soll.
4.3.4 Konvektionszonen
Ein zentrales Ergebnis dieser Arbeit ist die Auspra¨gung deutlich gro¨ßerer Konvek-
tionszonen im Vergleich zu bestehenden Arbeiten u¨ber massereiche Population-III-
Sterne (Marigo et al., 2001; Castellani et al., 1983; Ezer & Cameron, 1971). Dies
ist in Abbildungen 4.5a und 4.6a zu sehen, in denen zum Vergleich die Gro¨ße der
Konvektionszone von Marigo et al. (2001) eingezeichnet ist (gelbe Linie). Beson-
ders ausgepra¨gt sind die Unterschiede bei den niedrigen Massen dieser Arbeit. In
denselben Abbildungen ist die Gro¨ße der Konvektionszone zu sehen, die das Mo-
dell aufgrund des Schwarzschild-Ledoux-Kriteriums annehmen mu¨sste (blaue Linie).
Auch in diesen Modellen folgt die Gro¨ße der Konvektionszone dem Stabilita¨tskrite-
rium von Schwarzschild-Ledoux im Fall von 150M

(exakt) und 100M

(ca. 1%
Abweichung). Ebenso anzuwenden ist das Stabilita¨tskriterium in allen Modellen bei
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Abb. 4.9: Zeitliche Entwicklung eines 50M

-Sterns mit anfa¨nglicher Population-III-,
Population-II- und Population-I-Komposition. Grau unterlegte Gebiete zeigen die Gro¨ße
der Konvektionszone an.
der Bestimmung der Konvektionszonen durch Deuterium- und 3He-Brennen. Jedoch
weicht die Gro¨ße der Konvektionszonen im 15M

- und 20M

-Modell im Hauptrei-
henstadium bis zu 100% von der mit Schwarzschild-Ledoux ermittelten Konvektions-
gro¨ße ab.
Diese Abweichungen liegen in der verwendeten zeitabha¨ngigen Beschreibung fu¨r
die Konvektion begru¨ndet, die nur im stationa¨ren Grenzfall in die bekannte Mischungs-
wegtheorie u¨bergeht. Im zeitabha¨ngigen Fall, der hier eintritt, folgt der tatsa¨chli-
che Temperaturgradient r der Schichtung in Schwarzschild-Ledoux stabilen Gebie-
ten nicht mehr zwangsla¨ufig dem radiativen Gradienten r
rad
(Abbildung 4.8b). In
anderen Phasen der Entwicklung tritt auch in den Modellen dieser Arbeit der stati-
ona¨re Grenzfall ein, in dem das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium Gu¨ltigkeit hat (Ab-
bildung 4.8a). Die gefundenen Abweichungen vom stationa¨ren Grenzfall ko¨nnten
durch das in Population-III-Sternen heiße und ra¨umlich ausgedehnte pp-Brennen ge-
trieben sein, welches in der Lage ist, einen positiven Entropiegradienten zu produzie-
ren, der als Quellterm in die Produktion der turbulenten kinetischen Energie eingeht
(siehe Gleichungen (1.16); (1.17); (1.18)). Diese Erkla¨rung wird unterstu¨tzt durch
einen Vergleich der ra¨umlichen Verteilung der Energieproduktion im stationa¨ren Fall
mit dem instationa¨ren Fall, bei dem die Energieproduktion ra¨umlich ausgedehnter
ist (Abbildung 4.8c;d). Auch wird versta¨ndlich, warum die instationa¨ren Effekte bei
den Population-III-Sternen mit ho¨heren Massen geringer werden: Hier dominiert der
CNO-Zyklus, der ra¨umlich sta¨rker zum Zentrum hin konzentriert ist. Beim Vergleich
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Tabelle 4.1: Entwicklungszeiten bis zur ZAMS und zum Ende der Hauptreihe
M=M

t
zams
[a] t
X
H
=0:1
[a]
15 2:0  10
5
2:8  10
7
20 1:6  10
5
1:5  10
7
50 5:0  10
4
5:3  10
6
100 3:2  10
4
3:4  10
6
150 2:5  10
4
2:7  10
6
des 50M

-Population-III-Modells mit
”
normalen“ Sternen (Abbildung 4.9) sieht man,
dass
”
normale“ Sterne deutlich besser dem Schwarzschild-Ledoux-Kriterium folgen.
Nach obigem Erkla¨rungsmuster ist dies eine Folge des sinkenden Anteils des ra¨um-
lich ausgedehnten pp-Brennens. Die gro¨ßeren Konvektionszonen haben Auswirkun-
gen auf die Dauer der Hauptreihenphase, die wegen des erweiterten Protonenreservoirs
verla¨ngert ist (Tabelle 4.1).
4.4 Einfluss der Anfangsmodelle auf die Entwicklung
Am Beispiel des 50M

-Population-III-Modells soll der Einfluss des Anfangsmodells
auf die Entwicklungswege untersucht werden. Dazu werden zwei alternative Modelle
entwickelt, die von einer abweichenden anfa¨nglichen Entropiestruktur starten (Abbil-
dung 4.10). Auch die alternativen Anfangsmodelle gehen von einer rein radiativen
Sternstruktur aus (@s=@m > 0), weil dies die in Kapitel 4.1 beschriebene Methode
zum Auffinden einer Lo¨sung der Sternstrukturgleichungen erfordert. Anfangsmodell
2 hat einen flacheren ra¨umlichen Entropiegradienten und eine geringere anfa¨ngliche
Abb. 4.10: Entropiestruktur der unterschiedlichen Anfangsmodelle eines 50M

-
Population-III-Sterns. Die Entropie ist nur bis auf eine additive Konstante bestimmt.
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Abb. 4.11: Zeitliche Entwicklung bei unterschiedlichen Anfangsbedingungen in einigen
globalen Parametern: HRD (a,b), gravitative Leuchtkraft (c) und nukleare Leuchtkraft
(d).
Leuchtkraft. Im Gegensatz dazu hat das Anfangsmodell 3 einen steileren Entropiegra-
dienten und eine deutlich ho¨here Leuchtkraft (Abbildung 4.10). Die Startpunkte im
HRD weichen um bis zu 40% in der Leuchtkraft ab.
Die Unterschiede in den Entwicklungswegen im HRD sind in Abbildung 4.11 zu
sehen. Zwar nimmt die anfa¨ngliche Differenz stetig ab, doch konvergieren die Ent-
wicklungswege erst bei t > 3  104 a. Noch weit vor dem Hauptreihenstadium sind die
Differenzen in der Leuchtkraft kleiner als die Fehlertoleranzen des Integrators (Abbil-
dung 4.12). Wegen der Existenz einer Masse-Leuchtkraft-Beziehung ist dieses Verhal-
ten spa¨testens auf der Hauptreihe zu erwarten. Auch die ra¨umliche Struktur der ande-
ren Sternparameter ist im Hauptreihenstadium in allen drei Modellen identisch (Abbil-
dung 4.12e-h; 4.13e-h). Die Unterschiede wirken sich im Vorhauptreihenstadium aus,
wo die thermische Struktur noch von der Vorgeschichte mitbestimmt ist. Am ausge-
pra¨gtesten sind die Differenzen zum Standardmodell beim Anfangsmodell 3, das auch
mit dem gro¨ßeren Leuchtkraftunterschied startet. Eine ho¨here Leuchtkraft bedingt eine
sta¨rkere Kontraktion, weil die Leuchtkraft durch die Gravitationsenergie aufgebracht
werden muss (dies ist eine Konsequenz aus dem Virialsatz). Deshalb kann das Deute-
riumbrennen nur zu einem geringeren Teil den Leuchtkraftbedarf decken (Abbildung
4.11c), und die Hauptreihe wird 8 103 a fru¨her erreicht (Abbildung 4.11d). Am Punkt
des zentralen Temperaturmaximums kurz vor dem Erreichen des Hauptreihenstadiums
und einer Entwicklungszeit von 3:83  104 a sind die ra¨umlichen Strukturunterschiede
im Anfangsmodell 3 noch in der Leuchtkraft (5%), der gravitativen Energie (25%),
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Abb. 4.12: Ra¨umliche Strukturunterschiede in den Variablen Radius, Leuchtkraft,
Druck und Temperatur aufgrund der unterschiedlichen Anfangsbedingungen am Zeit-
punkt des Temperaturmaximums (a-d) und am Anfang des Hauptreihenstadiums (e-h).
Unterschiede auf der Hauptreihe sind kleiner als 0:1%.
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Abb. 4.13: Ra¨umliche Strukturunterschiede in den Variablen gravitative Energie, nu-
kleare Energie, Kohlenstoff und Stickstoff aufgrund der unterschiedlichen Anfangsbe-
dingungen am Zeitpunkt des Temperaturmaximums (a-d) und am Anfang des Hauptrei-
henstadiums (e-h). Unterschiede auf der Hauptreihe sind kleiner als 0:1%.
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der Gro¨ße der Konvektionszone (4%) und der Kohlenstoffha¨ufigkeit (6%) zu sehen
(Abbildung 4.12a-d; 4.13a-d). Auf der Hauptreihe, wenn der Stern auch thermisches
Gleichgewicht erreicht hat, sind die Unterschiede in den Modellen kleiner als 0:1%.
Dieser Vergleich der unterschiedlichen Anfangsmodelle zeigt, dass fu¨r eine exakte
Festlegung der Vorhauptreihenentwicklung die genauen Anfangsbedingungen bekannt
sein mu¨ssen, zumindest dann, wenn man mit vollradiativen Modellen startet. Obwohl,
wie zu erwarten, die unterschiedliche Anfangsstruktur auf der Hauptreihe nicht aus-
wirkt, kann der Zeitpunkt des Erreichens der Hauptreihe variieren. Auch wenn die hier
gefundenen Zeitunterschiede gering sind, so ist nicht ausgeschlossen, dass realistische
Anfangsmodelle noch sta¨rker von den hier untersuchten vollradiativen Modellen ab-
weichen.
4.5 Einfluss der Kernreaktionen auf die Entwicklung
In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen auf die Entwicklungsrechnun-
gen von drei Population-III-Sternen der Masse 150M

(Abbildung 4.14-4.17),
100M

(Abbildung 4.18-4.21) und 50M

(Abbildung 4.22-4.25) untersucht, wenn
entweder die -Zerfa¨lle vernachla¨ssigt werden oder die Kernreaktionssequenz
13N(p,)14O(+,)14N im Netzwerk ausgeklammert wird. Das qualitative Verhal-
ten ist fu¨r alle drei Massen identisch. Im Vergleich zur Referenzrechnung ist der
ra¨umliche Gradient der Energieproduktion bei Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle steiler
und bei Vernachla¨ssigung des weiteren Protoneneinfangs an 13N flacher (Abbildun-
gen 4.16b,f; 4.20b,f; 4.24b,f). Dieses Verhalten ist eine direkte Konsequenz aus den
Verha¨ltnissen von Umlaufzeit im Zyklus und der Mischungszeitskala. Ohne -Zerfa¨lle
wird der Zyklus schneller durchlaufen, und deshalb ist der Transport von Kohlen-
stoff in a¨ußere Schichten nicht so effizient. Innere Schichten tragen folglich mehr zur
Energieproduktion bei (Abbildungen 4.16b; 4.20b; 4.24b). Ein steilerer Abfall in der
Energieproduktion fu¨hrt gleichzeitig zu einer etwas ausgedehnteren Konvektionszone.
Genau entgegengesetzt verha¨lt es sich bei Vernachla¨ssigung von 14O. Da der Zyklus
hier langsamer durchlaufen wird, besteht mehr Zeit fu¨r Stofftransport nach außen, der
Temperaturabfall ist flacher und die Konvektionszone nicht ganz so ausgedehnt. Bei
”
normalen“ Sternen fu¨hren kleinere Konvektionszonen zwangsla¨ufig zu einer ku¨rzeren
Lebensdauer auf der Hauptreihe, da nicht so viele Protonen als Energiereservoir zur
Verfu¨gung stehen. Auch hier wird der Wasserstoffvorrat bei Vernachla¨ssigung von 14O
schneller verbraucht (Abbildungen 4.15a; 4.19a; 4.23a). Doch obwohl im Modell ohne
-Zerfa¨lle die Konvektionszone vergro¨ßert ist, wird auch in diesem entgegengesetzten
Fall der Wasserstoff schneller verbraucht. Die schnellere Fusion im ku¨rzeren Zyklus
dominiert hier gegenu¨ber der Vergro¨ßerung der Konvektionszone. Eine sta¨rkere ra¨um-
liche Konzentration der Energieproduktion zum Zentrum hin spiegelt sich auch in ei-
nem sta¨rkeren Anstieg der Leuchtkraft wider (Abbildungen 4.17a,c; 4.21a,c; 4.25a,c).
Andere Strukturgro¨ßen wie Temperatur und Dichte weichen in den untersuchten Mo-
dellen nur gering ab.
Die Vernachla¨ssigungen bei den Kernreaktionen fu¨hren erwartungsgema¨ß bei mas-
sereicheren Sternen zu gro¨ßeren Abweichungen. Dies liegt an der ho¨heren Zentral-
temperatur der massereicheren Sterne, fu¨r die die in Abschnitt 3.1.2 beschriebenen
Abweichungen in der Energieproduktion zunehmen. Die Auswirkungen auf die Ent-
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Abb. 4.14: Abweichungen vom 150M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der
-Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
gravitativen Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zentral-
dichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen Ener-
gieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Variablen
jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.15: Abweichungen vom 150M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der
-Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Protonenlebensdauer
(a,b), Kohlenstoffha¨ufigkeit (c,d), Stickstoffha¨ufigkeit (d-f,h) und Sauerstoffha¨ufigkeit
(g). Die Abweichungen in den ha¨ufigsten CNO-Elementen betragen ca. 15%. Die Le-
bensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur im Pro-
millebereich ab (a,b).
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Abb. 4.16: Abweichungen vom 150M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Stern-
struktur bei Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O
(blau) fu¨r zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei 2:02  104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern befindet sich kurz vor dem Erreichen des Hauptrei-
henstadiums (a-d). Bei 3:15  104 a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h).
Ra¨umliche Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich
von 10% (b-d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor 100
kleiner.
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Abb. 4.17: Abweichungen vom 150M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Vertei-
lung der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachla¨ssigung der -
Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) an den beiden Entwicklungszeit-
punkten 2:02  104 a (a,b) und 3:15  104 a (c,d). Die unterschiedliche ra¨umliche Vertei-
lung in der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich
aus.
wicklungspfade im HRD sind jedoch vernachla¨ssigbar gering. Im HRD beschra¨nken
sich die Differenzen auf die kurze Expansionsphase kurz vor Erreichen der Hauptrei-
he. Die Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle bedingt eine um nur 0:3% (150M

), 0:28%
(100M

) und 0:21% (50M

) erniedrigte Effektivtemperatur (Abbildungen 4.14b;
4.18b; 4.22b). Die Abweichungen bei Vernachla¨ssigung von 14O sind noch geringer.
Auch die beschriebene la¨ngere Haupreihenphase im Referenzmodell bewegt sich im
Promillebereich (Abbildungen 4.15a; 4.19a; 4.23a). Obwohl die Auswirkungen auf
die Entwicklungswege vernachla¨ssigbar sind, bedingt die verbesserte Modellierung
der Kernreaktionen eine ra¨umliche Struktura¨nderung des Sterns, die sich im Bereich
von 10% bewegt. Diese bildet sich ab in der Energieproduktion und in der Leuchtkraft-
verteilung sowie in den Ha¨ufigkeiten der CNO-Elemente, die zwischen den Modellen
wa¨hrend des Hauptreihenstadiums um bis zu 10% abweichen (Abbildungen 4.15c-h;
4.19c-h; 4.23c-h). Diese Unterschiede werden allerdings wa¨hrend der Hauptreihen-
entwicklung immer kleiner, weil die Temperatur der Sterne aufgrund der andauern-
den Kohlenstoffproduktion im 3-Prozess abnimmt. Wie schon im Einzonen-Modell
in Abschnitt 3.1.2 gesehen, sind die Unterschiede in der Energieproduktion stark
temperaturabha¨ngig. Warum wirken sich nun die 10% Abweichungen in der Ener-
gieproduktion nur im Promillebereich auf die Sternparameter wie Dichte, Temperatur
und Radius aus? Man ko¨nnte meinen, dies liege an der Abha¨ngigkeit der Energiepro-
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Abb. 4.18: Abweichungen vom 100M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der
-Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
der gravitativen Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zen-
traldichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen
Energieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Vari-
ablen jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.19: Abweichungen vom 100M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der
-Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Protonenlebensdauer
(a,b), Kohlenstoffha¨ufigkeit (c,d), Stickstoffha¨ufigkeit(d-f,h) und Sauerstoffha¨ufigkeit (g).
Die Abweichungen in den ha¨ufigst vorkommenden CNO-Elementen betragen ca. 13%.
Die Lebensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur
im Promillebereich ab (a,b).
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Abb. 4.20: Abweichungen vom 100M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Stern-
struktur bei Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O
(blau) fu¨r zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei 2:50  104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern befindet sich kurz vor dem Erreichen des Hauptrei-
henstadiums (a-d). Bei 3:53  104 a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h).
Ra¨umliche Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich
von 10% (b-d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor 100
kleiner.
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Abb. 4.21: Abweichungen vom 100M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Vertei-
lung der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachla¨ssigung der -
Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) an den beiden Entwicklungszeit-
punkten 2:50  104 a (a,b) und 3:53  104 a (c,d). Die unterschiedliche ra¨umliche Vertei-
lung in der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich
aus.
duktion, welche von einer hohen Potenz der Temperatur ( / T 10 fu¨r T = 108K)
abha¨ngt. Mit einer Potenz von 10 ko¨nnen jedoch die gefundenen Temperaturabwei-
chungen im Promillebereich nur im Prozentbereich auf die Energieproduktion durch-
schlagen. Die Abweichungen in der Energieproduktion sind vielmehr eine Folge der
ra¨umlich anderen Verteilung der CNO-Elemente. Die ra¨umliche Verteilung wirkt auf
das Gesamtmodell selbstregulierend: Vollzieht sich das Mischen langsam im Vergleich
zur Umlaufzeit im Zyklus, dann ist zwar die Energieproduktion im Zentrum erho¨ht,
in den a¨ußeren Schichten jedoch erniedrigt, sodass insgesamt (bei gleicher Tempera-
tur und Dichteverteilung) die gleiche nukleare Gesamtleuchtkraft aufgebracht werden
kann (Abbildungen 4.14d; 4.18d; 4.22d), deshalb ist das auch der Grund fu¨r die ge-
ringen Auswirkungen auf das Protonenreservoir. Ein schnelleres Brennen im Zentrum
wird durch ein langsameres Brennen in den a¨ußeren Schichten kompensiert. Die an-
dere ra¨umliche Verteilung der Energieproduktion muss sich allerdings auch auf die
Verteilung der Leuchtkraft auswirken. Dies zeigt sich auch in Abweichungen von
5% (150M

), 2% (100M

) und 0:2% (50M

) im Vergleich zur Referenzkurve (Ab-
bildungen 4.17b,d; 4.21b,d; 4.25b,d). Ebenfalls wirkt sich die vera¨nderte Energie-
produktion auf die gravitative Energie aus, die um 5% (150M

), 1% (100M

) und
0:5% (50M

) von der Referenzrechnung abweicht. (Abbildungen 4.17a,c; 4.21a,c;
4.25a,c).
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Abb. 4.22: Abweichungen vom 50M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der -
Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Gesamtleuchtkraft (a,b),
gravitative Leuchtkraft (c), nuklearen Leuchtkraft (d), Zentraltemperatur (e), Zentral-
dichte (f), zentralen gravitativen Energieproduktion (g) und zentralen nuklearen Ener-
gieproduktion (h). Die Abweichungen in h) betragen ca. 10%, in den anderen Variablen
jedoch weniger als ein Promille.
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Abb. 4.23: Abweichungen vom 50M

-Referenzmodell (rot) bei Vernachla¨ssigung der -
Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) in der Protonenlebensdauer (a,b),
Kohlenstoffha¨ufigkeit (c,d), Stickstoffha¨ufigkeit(d-f,h) und Sauerstoffha¨ufigkeit (g). Die
Abweichungen in den ha¨ufigst vorkommenden CNO-Elementen betragen ca. 13%. Die
Lebensdauer des Protonenreservoirs weicht in den unterschiedlichen Modellen nur im
Promillebereich ab (a,b).
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Abb. 4.24: Abweichungen vom 50M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Stern-
struktur bei Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle (gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O
(blau) fu¨r zwei unterschiedliche Zeitpunkte. Bei 3:83  104 a erreicht die Zentraltempe-
ratur ein Maximum, und der Stern ist kurz vor dem Erreichen des Hauptreihenstadiums
(a-d). Bei 5:59  104 a ist der Stern auf der Hauptreihe angekommen (e-h). Ra¨umliche
Abweichungen in den unterschiedlichen Modellen bewegen sich im Bereich von 10% (b-
d,f-h). Abweichungen in der Temperaturverteilung sind um den Faktor 100 kleiner.
72 Ergebnisse der Simulationen
Abb. 4.25: Abweichungen vom 50M

-Referenzmodell (rot) in der ra¨umlichen Verteilung
der gravitativen Energie (a,c) und Leuchtkraft (b,d) bei Vernachla¨ssigung der -Zerfa¨lle
(gru¨n) oder Vernachla¨ssigung von 14O (blau) an den beiden Entwicklungszeitpunkten
3:83  10
4 a (a,b) und 5:59  104 a (c,d). Die unterschiedliche ra¨umliche Verteilung in
der Energieproduktion wirkt sich in diesen beiden Variablen im Prozentbereich aus.
4.6 Einfluss des Mischens auf die Entwicklung
Wie in Abschnitt 3.2 gezeigt wurde, ist die Mischungszeitskala kleiner als die Umlauf-
zeit im CNO-Zyklus, die wegen der hohen Temperaturen in massereichen Population-
III-Sternen verku¨rzt ist. Um den Einfluss der Annahme von instantanem Mischen
innerhalb der Konvektionszone zu ermitteln, wird in zwei Vergleichsmodellen von
150M

und 50M

die Diffusionskonstante in der Diffusionsgleichung ku¨nstlich um
fu¨nf Gro¨ßenordnungen erho¨ht, sodass die Mischungszeitskala schneller als die Um-
laufzeit im CNO-Zyklus gesetzt ist. Wie die Abbildungen 4.28 und 4.31 zeigen,
sind die CNO-Elemente mit diesem Kunstgriff vollsta¨ndig homogen in der gesamten
Konvektionszone durchmischt. Denselben Abbildungen ist ebenfalls zu entnehmen,
dass die Annahme von instantanem Mischen im Fall der massereichen Population-III-
Sterne nicht gerechtfertigt ist: Im Modell, das instantanes Mischen annimmt, weichen
die CNO-Elemente im Vergleich zum Referenzmodell um bis zu 20% ab, und zwar
sowohl am Beginn der Hauptreihe (Abbildungen 4.28b-d; 4.31b-d) als auch am Ende
(Abbildungen 4.28f-h; 4.31f-h), wenn u¨ber 80% des Wasserstoffs verbraucht sind.
Welche Unterschiede ergeben sich daraus fu¨r die Sternstruktur? Wie in den Ab-
bildungen 4.28a und 4.31a zu sehen, ist die Summe aller CNO-Elemente X
CNO
kurz
nach dem Erreichen der Hauptreihe (3:16  105 a) im Referenzmodell um 10% er-
niedrigt und fu¨r Massenschalen gro¨ßer 0:2M um 20% erho¨ht. Man ko¨nnte vermuten,
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Abb. 4.26: Einfluss der Mischprozesse (rot) auf die zeitliche Entwicklung im Vergleich
zur Annahme von instantanem Mischen (gru¨n) eines 150M

-Sterns in einigen globalen
Parametern: HRD (a,b), Zentraltemperatur (c), Zentraldichte (d), Wasserstoffkonzen-
tration (e) und Summe der CNO-Elemente (f).
dass ineffizientes Mischen immer zu einer erho¨hten Elementkonzentration im Zen-
trum fu¨hrt, da frisch erzeugte Elemente nicht so schnell in ho¨here Schichten gemischt
werden ko¨nnen. Fu¨r die Kohlenstoffkonzentration ist dies auch der Fall, weil die Pro-
duktion von Kohlenstoff im 3-Prozess ein Abbild der Temperaturstruktur darstellt.
Dagegen muss dies nicht in allen Spezies der Fall sein (Abbildung 4.28c-d, g-h; 4.31c-
d, g-h). Die erniedrigte Konzentration von 14N im Zentrum des Sterns ist eine Fol-
ge des verku¨rzten Flaschenhalses 14N(p,)15O aufgrund der ho¨heren Temperatur im
Zentrum, d.h. die Gleichgewichtskonzentration von 14N ist hier etwas zugunsten von
Kohlenstoff erniedrigt. Wegen des ineffizienten Mischens ist dieser Effekt eingefroren.
Die Summe aller CNO-Elemente X
CNO
, die im Referenzmodell im Zentrum um 10%
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Abb. 4.27: Ra¨umliche Strukturunterschiede eines 150M

-Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gru¨n) in den Variablen
Leuchtkraft, gravitative Energieproduktion, Temperatur und nukleare Energieproduk-
tion am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des Wasserstoffs
aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.28: Ra¨umliche Strukturunterschiede eines 150M

-Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gru¨n) auf die Elemen-
te im CNO-Zyklus am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des
Wasserstoffs aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.29: Einfluss der Mischprozesse (rot) auf die zeitliche Entwicklung im Vergleich
zur Annahme von instantanem Mischen (gru¨n) eines 50M

-Sterns in einigen globalen
Parametern: HRD (a,b), Zentraltemperatur (c), Zentraldichte (d), Wasserstoffkonzen-
tration (e) und Summe der CNO-Elemente (f).
im Vergleich zur homogenen Durchmischung erniedrigt ist, fu¨hrt zu einer erniedrig-
ten Energieproduktion im Zentrum. Nur in den inneren 20% der Sternmasse schlagen
sich die ¨Anderungen in X
CNO
auch in der Energieproduktion nieder. Fu¨r ho¨here Mas-
senschalen nimmt der Anteil des pp-Brennens an der Energieproduktionsrate zu. Die
zentral erniedrigte Energieproduktion bildet sich in den Strukturvariablen in einem
flacheren Anstieg der Leuchtkraft (5%) sowie in einer sta¨rkeren Expansion (5%) ab
(Abbildungen 4.27a,b; 4.30a,b). Die Gesamtleuchtkraft ist in beiden Modellen iden-
tisch, sodass die Entwicklungswege im HRD auf der Hauptreihe nicht abweichen (Ab-
bildungen 4.26a,b; 4.29a,b). Wie schon im vorhergehenden Abschnitt 4.5 diskutiert
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Abb. 4.30: Ra¨umliche Strukturunterschiede eines 50M

-Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gru¨n) in den Variablen
Leuchtkraft, gravitative Energieproduktion, Temperatur und nukleare Energieproduk-
tion am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des Wasserstoffs
aufgebraucht sind (e-h).
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Abb. 4.31: Ra¨umliche Strukturunterschiede eines 50M

-Sterns bei Mitnahme der
Mischprozesse (rot) im Vergleich zu homogener Durchmischung (gru¨n) auf die Elemen-
te im CNO-Zyklus am Anfang des Hauptreihenstadiums (a-d) und dann, wenn 80% des
Wasserstoffs aufgebraucht sind (e-h).
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wurde, werden die Elementunterschiede nicht durch Temperatura¨nderungen kompen-
siert: Die Energieproduktion korreliert mit der CNO-Ha¨ufigkeit, die die entsprechen-
den Struktura¨nderungen in Leuchtkraft und gravitativer Energie nach sich ziehen. Weil
die ¨Anderungen in der Variable Leuchtkraft innerhalb der Konvektionszone auftreten,
besteht keine Koppelung mit den anderen Strukturgleichungen.
Obwohl die Abweichungen von 10% auch am Ende der Hauptreihe in den CNO-
Elementen bestehen bleiben (Abbildungen 4.28f-h; 4.31f-h), na¨hert sich die Summe
der CNO-Elemente X
CNO
in beiden Modellen wa¨hrend der Entwicklung immer mehr
an (Abbildungen 4.26f; 4.28e; 4.29f; 4.31e), sodass die Unterschiede in der Ener-
gieproduktion und damit auch in der Leuchtkraft verschwinden (Abbildungen 4.30e;
4.30e). Die Unterschiede wirken sich nicht auf das Protonenreservoir aus (Abbildun-
gen 4.29e; 4.29e).
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5 Zusammenfassende Diskussion
In dieser Arbeit wird die Entwicklung massereicher Population-III-Sterne im Bereich
von 15M

–150M

untersucht. Population-III-Sterne setzten sich per definitionem
aus anfa¨nglich metallfreiem Gas zusammen. In der Standard-Urknall-Nukleosynthese
ko¨nnen keine Elemente schwerer als Lithium gebildet werden (Olive, 2000), und des-
halb sollte die erste Sterngeneration aus Population-III-Sternen bestehen. Nur eine
inhomogene Urknall-Nukleosynthese ko¨nnte schwere Metalle in ausreichenden Men-
gen produzieren (Jedamzik, 1999).
Man ko¨nnte meinen, dass die Abwesenheit von Metallen eine Vereinfachung fu¨r
die Modellierung der Sternentwicklung darstellt und bestehende Sternentwicklungs-
codes nur mit der Z = 0 Anfangsbedingung gestartet werden mu¨ssen. Doch wegen
der Ineffizienz des pp-Brennens sowie den anfa¨nglich fehlenden CNO-Elementen er-
scheinen Population-III-Sterne bei deutlich ho¨heren Temperaturen und Dichten auf
der Hauptreihe. Population-III-Sterne mit Massen oberhalb von 30M

werden noch
auf der Vorhauptreihe im Zentrum heißer als 108K, sie produzieren im 3-Prozess
genu¨gend Kohlenstoff, sodass diese Sterne im Modus des heißen CNO-Zyklus den
Leuchtkraftbedarf des Sterns decken. Im Gegensatz zu
”
normalen“ Sternen, bei denen
die Katalysatorelemente C, N und O weder produziert noch vernichtet werden, er-
fordert die autogene Metallproduktion bei Population-III-Sternen die Mitnahme eines
zeitabha¨ngigen Kernreaktionsnetzwerks ohne Annahme von Gleichgewichtskonzen-
trationen in den einzelnen Spezies. Wegen der hohen Temperaturen werden einige
zusa¨tzliche Kernreaktionszweige wichtig: Die -Zerfa¨lle innerhalb des CNO-Zyklus
ko¨nnen nicht mehr gegen die Protoneneinfa¨nge vernachla¨ssigt werden, und ein weite-
rer Protoneneinfang an 13N ist fu¨r Temperaturen gro¨ßer 1:3  108K nicht mehr gegen
den Zerfall von 13N vernachla¨ssigbar. Zusa¨tzlich werden die Umlaufzeiten im CNO-
Zyklus bei den ho¨heren Temperaturen ku¨rzer als die konvektive Mischzeit, sodass die
Annahme von instantanem Mischen nicht mehr gerechtfertigt ist. Die ho¨heren An-
forderungen an die Modellierung von Population-III-Sternen ergeben sich aus einer
sta¨rkeren Koppelung der Sternaufbaugleichungen, in denen eine strikte Trennung der
Kontraktionszeitskala, der nuklearen Zeitskala und der Mischungszeitskala nicht mehr
vorausgesetzt werden kann.
Ein neu entwickelter Sternentwicklungscode, der noch stark vereinfachende An-
nahmen u¨ber die Opazita¨ten, die Zustandsgleichung und die Atmospha¨re entha¨lt, kop-
pelt erstmals vollsta¨ndig die Sternstrukturgleichungen mit einem zeitabha¨ngigen Kern-
reaktionsnetzwerk, zeitabha¨ngigem Mischen und einer zeitabha¨ngigen Konvektions-
theorie. Die Energiegleichung ist so formuliert, dass Molekulargewichtsa¨nderungen
in konsistenter Form enthalten sind. Die zeitliche Integration des Gleichungssystems
u¨bernimmt das am ZI Berlin entwickelte Programm LIMEX (Ehrig & Nowak, 1998).
Die verbesserte Modellierung der Kernreaktionen und des Mischens wirkt sich
nicht auf die Entwicklungswege im HRD auf der Hauptreihe aus, obwohl die ra¨um-
liche Verteilung der CNO-Isotope um 10%–20% von einer homogenen Mischung ab-
82 Zusammenfassende Diskussion
weicht, die sich unter Annahme von instantanem Mischen einstellen wu¨rde. Eine
ha¨ufig in der klassischen Sternentwicklung gegebene Erkla¨rung lautet, dass ¨Anderun-
gen von 10% in der Energieproduktionsrate aufgrund der hohen Potenzabha¨ngigkeit
von der Temperatur durch ¨Anderungen derselben im Prozentbereich ausgeglichen wer-
den ko¨nnen und sich deshalb die Sternstruktur faktisch nicht a¨ndert. Diese Erkla¨rung
trifft bei den hier untersuchten Population-III-Sternen nicht zu – die Temperatur wird
nur im Promillbereich beeinflusst. Im Gegenteil, die Abweichungen von 10% in der
CNO-Konzentration schlagen direkt auf die Energieproduktion durch. Doch das in-
effiziente Mischen ist auf andere Weise selbstregulierend. Im Zentrum ist die Ener-
gieproduktion erho¨ht, wa¨hrend sie in daru¨ber liegenden Schichten erniedrigt ist, so-
dass insgesamt die gleiche Leuchtkraft erzeugt wird. Nur der Leuchtkraftanstieg muss
sich nach der Energieproduktionsverteilung richten. Dies geschieht in vollkonvektiven
Schichten des Sterns, sodass der vera¨nderte Leuchtkraftanstieg nicht an die anderen
Variablen des Systems gekoppelt ist.
Die zeitabha¨ngige Modellierung der Konvektion fu¨hrt im Vergleich zu Rechnun-
gen anderer Autoren zu deutlich gro¨ßeren Konvektionszonen. Auch in dieser Arbeit
wa¨ren die Konvektionszonen kleiner, wenn das Schwarzschild-Ledoux-Kriterium zur
Bestimmung der Gro¨ße der Konvektionszonen herangezogen wu¨rde. Doch in der
hier gewa¨hlten zeitabha¨ngigen Beschreibung ist das Stabilita¨tsverhalten nur im sta-
tiona¨ren Grenzfall identisch mit dem Kriterium von Schwarzschild-Ledoux. In die-
sen Rechnungen kommt es vor, dass selbst in Schwarzschild-Ledoux stabilen Ge-
bieten der tatsa¨chliche Gradient der Schichtung gleich dem adiabatischen Gradienten
ist. Die ablaufenden Mechanismen, die zu diesem Verhalten fu¨hren, sind noch nicht
genu¨gend exakt verstanden. Ein Erkla¨rungsansatz besteht darin, dass die Entropiepro-
duktion im ra¨umlich ausgedehnten pp-Brennen einen weit ausgedehnten ra¨umlichen
Entropiegradienten aufrecht erha¨lt, der die Konvektion treibt. Diese Zusammenha¨nge
ko¨nnten auch erkla¨ren, warum die Abweichungen vom Schwarzschild-Kriterium beim
15M

- und 20M

-Stern besonders stark sind, denn diese Sterne befinden sich auf der
Hauptreihe im pp-Brennen.
Die gro¨ßeren Konvektionszonen fu¨hren zu la¨ngeren Lebensdauern auf der
Hauptreihe und zur Ausbildung gro¨ßerer Heliumkerne. Die Gro¨ße der Heliumkerne
hat Auswirkungen auf die Endstadien dieser Sterne; und sie bestimmt weitgehend, ob
ein Stern als Schwarzes Loch endet oder als Supernova explodiert und die Umgebung
mit Metallen anreichert. Nach den Rechnungen von Heger & Woosley (2001) tragen
nur massereiche Sterne mit einem Heliumkern von M
He
 64 : : : 133M

zur Ele-
mentanreicherung bei. Nach herko¨mmlichen Rechnungen entspricht dies Sternmassen
im Bereich 140M

–260M

. Wenn die Konvektionsgro¨ßen dieser Arbeit richtig sind,
dann sind es Sterne im Bereich von 90M

–200M

, die zur Elementproduktion bei-
tragen. Solange die primordiale Initial Mass Function (IMF) nicht bekannt ist, sind
weitergehende Schlu¨sse schwierig. Glaubt man den Fragmentationsrechnungen von
Nakamura & Umemura (2000), die eine bimodale Struktur der IMF mit Ho¨chstwer-
ten bei 1M

und 100M

nahelegen, dann kann die Elementanreicherung effektiver
erfolgen als bisher angenommen.
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Anhang A Energiegleichung
In einigen Lehrbu¨chern der Sternentwicklung (z.B. Kippenhahn & Weigert, 1990;
Hansen & Kawaler, 1995) ist die Energiegleichung nur dann richtig, wenn sich das
Molekulargewicht nicht a¨ndert und keine Mischprozesse stattfinden. Insbesondere be-
trifft dies die ha¨ufig zitierte Gleichung:
c
P
DT
Dt
 


DP
Dt
= 
nuc
 
@l
@m
, (A.1)
bei deren Ableitung die ¨Anderung vom Molekulargewicht vernachla¨ssigt wurde, sowie
die Gleichung:
T
Ds
Dt
=
De
Dt
 
P

2
D
Dt
, (A.2)
die die Mischentropie außer Acht la¨ßt und die deshalb nur fu¨r reversible Vorga¨nge rich-
tig ist. Kompliziert wird die Diskussion durch eine Vero¨ffentlichung von Wood (1981),
in der behauptet wird, dass die _-Terme in Gleichung (A.1) zu Recht vernachla¨ssigt
werden mu¨ssen, wenn die ¨Anderung des Molekulargewichts durch Mischprozesse zu-
stande kommt.
Im Folgenden wird die in dieser Arbeit verwendete Form der Energiegleichung ab-
geleitet, die die ¨Anderungen des Molekulargewichts – sei es durch Mischen oder Kern-
reaktionen – korrekt entha¨lt. Dabei wird gezeigt werden, dass die Energiegleichung
von Wood (1981), die noch heute in Sternentwicklungs-Programmen gebra¨uchlich ist
(z.B. Frost & Lattanzio, 1996; Castellani et al., 1998), fehlerhaft ist. Die korrekte
Form der Energiegleichung haben Strittmatter et al. (1970) hergeleitet, ausgehend von
den zwei zentralen Gleichungen:
dE = TdS   PdV +
n
X
i=1

i
dm
i
(A.3)
und
dE = @Q  @W . (A.4)
Die erste Gleichung (A.3) ist die gibbssche Fundamentalgleichung; sie ist eine thermo-
dynamische Identita¨t. Die zweite Gleichung (A.4) ist der erste Hauptsatz der Thermo-
dynamik. Mit der wesentlichen Voraussetzung der Thermodynamik irreversibler Pro-
zesse1 kann man die Gleichungen (A.3, A.4) auch auf spezifische Gro¨ßen umschrei-
ben. Mit der Einfu¨hrung der Massenkonzentrationen X
i
= 
i
= und des chemischen
Potenzialausdrucks  
i
= 
i
  
n
erha¨lt man fu¨r die innere Energie pro Masseneinheit:
de = Tds  Pdv
sp
+
n 1
X
i=1
 
i
dX
i
(A.5)
1 Man nimmt an, dass sich die Massenelemente eines Mediums als thermodynamische Systeme be-
handeln lassen, die mit ihrer Umgebung in Bezug auf gewisse physikalische Gro¨ßen in Austausch stehen
(Meixner & Reik, 1959).
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und
de = @q   @w
mech
. (A.6)
Die zentrale Frage ist, wie sich der Differenzialausdruck @q durch totale Differenziale
ausdru¨cken la¨sst, d.h. durch Terme von Zustandsvariablen. Mit der wichtigen Erkennt-
nis, dass ein Massenelement im Stern am System nur Arbeit durch Volumena¨nderun-
gen unter gegebenem Oberfla¨chendruck leisten kann (Strittmatter et al., 1970), d.h. in
Formeln:
@w
mech
= Pdv
sp
,
folgt aus den Gleichungen (A.5, A.6):
@q = de+ Pdv
sp
= Tds+
n 1
X
i=1
 
i
dX
i
. (A.7)
Es ist nun klar, warum Gleichung (A.2) nicht richtig ist: ¨Anderungen durch das chemi-
sche Potential werden nicht in Rechnung gestellt. Auch wenn die zugefu¨hrte Wa¨rme
@q = 0 ist, kann sich bei irreversiblen Vorga¨ngen die Entropie a¨ndern. Die in der
Sternentwicklung gebra¨uchliche Form der Energiegleichung erha¨lt man wie folgt: Die
zugefu¨hrte Wa¨rme pro Masseneinheit ist gleich dem Netto-Energiefluss durch diese
Schale:
@q
Dt
=  
@l
@m
  

.
Zusammen mit Gleichung (A.7) bei gleichzeitiger Abspaltung des Beitrags der nu-
klearen Energie von der inneren Energie folgt:
De
Dt
 
P

2
D
Dt
= 
nuc
 
@l
@m
(A.8a)
= T
Ds
Dt
+
n 1
X
i=1
 
i
DX
i
Dt
. (A.8b)
Die Gleichungen unter (A.8) sind exakt. Man kann diese Gleichung auch in Abha¨ngig-
keit von Druck, Temperatur und Molekulargewicht formulieren. Das Resultat lautet
(fu¨r eine Herleitung siehe Kippenhahn et al. (1965)):
c
P
DT
Dt
 


DP
Dt
+A
D
Dt
= 
nuc
 
@l
@m
(A.9)
mit
A =

@e
@

, T
 
P'

.
Gleichung (A.1) ist genau um den Term (A _) fehlerhaft. Gleichungen (A.8) und (A.9)
sind die korrekten Gleichungen, unabha¨ngig davon, wodurch die ¨Anderung des Mole-
kulargewichts hervorgerufen wurde. Wood (1981) argumentiert, dass die Gleichungen
(A.8a, A.9) lokal nicht angewendet werden du¨rfen, weil eine gegebene Massenschale
kein isoliertes thermodynamisches System sei, wenn Mischprozesse ablaufen. Hierzu
ist zu sagen, dass es zwar richtig ist, dass eine gegebene Massenschale kein isolier-
tes thermodynamisches System ist, jedoch ist der Schluss nicht zula¨ssig, dass des-
halb der lokale Charakter von Gleichungen (A.8a, A.9) verloren geht. Die Tatsache,
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dass die Relationen (A.3, A.4) beim ¨Ubergang auf spezifische Gro¨ßen auch richtig
bleiben, d.h., wenn die thermodynamischen Gro¨ßen auf die Masse bezogen werden,
beweist das Gegenteil. Die Zula¨ssigkeit des ¨Ubergangs von Gleichungen (A.3, A.4)
hin zu (A.5, A.6) ist verankert in den grundsa¨tzlichen Voraussetzungen der irrever-
siblen Thermodynamik (Meixner & Reik, 1959). La¨sst man diese fallen, dann ist es
u¨berhaupt unmo¨glich, makroskopische, thermodynamische Variablen lokal sinnvoll zu
formulieren.
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Anhang B Reaktionsraten
Es werden die in den Simulationsrechnungen verwendeten Reaktionsraten der Kernre-
aktionen in Tabellenform angegeben, um eine ¨Uberpru¨fung der vorgestellten Ergebnis-
se zu ermo¨glichen. Reaktionen mit zwei Reaktionspartnern werden in Einheiten [cm3
mol 1 s 1] angegeben und Dreiersto¨ße in Einheiten [cm3 mol 2 s 1]. Die einzige
Reaktion, die als Dreierstoß behandelt wird, ist die 3-Reaktion. Der u¨berwiegen-
de Teil der Reaktionen kommt von der NACRE Kollaboration (Angulo et al., 1999);
fu¨r eine genaue Referenzliste der einzelnen Reaktionen sei auf Tabelle 3.1 verwiesen.
Die Berechnung von Zwischenwerten erfolgt durch eine Interpolation mit kubischen
Splines in der doppellogarithmisch aufgetragenen T --Ebene.
T
9
1H(p,e+)2H 2H(p,)3He 3He(,)7Be 3He(3He,2p)4He 4He(2,)12C
0:001 1:30  10
 11
0:002 5:57  10
 25
1:79  10
 08
0:003 1:28  10
 23
5:80  10
 07
2:91  10
 25
0:004 9:06  10
 23
5:13  10
 06
5:76  10
 22
0:005 3:62  10
 22
2:41  10
 05
4:97  10
 25
1:27  10
 19
0:006 1:04  10
 21
7:78  10
 05
3:66  10
 23
7:75  10
 18
0:007 2:39  10
 21
1:98  10
 04
1:13  10
 21
2:06  10
 16
0:008 4:74  10
 21
4:27  10
 04
1:92  10
 20
3:08  10
 15
0:009 8:46  10
 21
8:17  10
 04
2:10  10
 19
3:02  10
 14
0:010 1:39  10
 20
1:43  10
 03
1:64  10
 18
2:16  10
 13
2:93  10
 71
0:011 2:14  10
 20
2:32  10
 03
9:90  10
 18
1:20  10
 12
5:94  10
 69
0:012 3:13  10
 20
3:57  10
 03
4:85  10
 17
5:51  10
 12
6:59  10
 67
0:013 4:41  10
 20
5:24  10
 03
2:01  10
 16
2:14  10
 11
4:46  10
 65
0:014 5:98  10
 20
7:40  10
 03
7:24  10
 16
7:29  10
 11
2:01  10
 63
0:015 7:90  10
 20
1:01  10
 02
2:32  10
 15
2:22  10
 10
6:40  10
 62
0:016 1:02  10
 19
1:35  10
 02
6:71  10
 15
6:12  10
 10
1:53  10
 60
0:018 1:59  10
 19
2:24  10
 02
4:40  10
 14
3:69  10
 09
4:22  10
 58
0:020 2:34  10
 19
3:47  10
 02
2:22  10
 13
1:73  10
 08
5:45  10
 56
0:025 5:02  10
 19
8:29  10
 02
5:64  10
 12
3:81  10
 07
1:11  10
 51
0:030 8:96  10
 19
1:61  10
 01
6:61  10
 11
4:01  10
 06
1:46  10
 47
0:040 2:08  10
 18
4:23  10
 01
2:37  10
 09
1:22  10
 04
5:31  10
 41
0:050 3:76  10
 18
8:41  10
 01
2:98  10
 08
1:38  10
 03
1:04  10
 36
0:060 5:91  10
 18
1:42  10
+00
2:05  10
 07
8:70  10
 03
1:20  10
 33
0:070 8:47  10
 18
2:16  10
+00
9:50  10
 07
3:77  10
 02
3:00  10
 31
0:080 1:14  10
 17
3:06  10
+00
3:36  10
 06
1:26  10
 01
9:68  10
 29
0:090 1:47  10
 17
4:11  10
+00
9:72  10
 06
3:48  10
 01
2:52  10
 26
0:100 1:83  10
 17
5:30  10
+00
2:42  10
 05
8:33  10
 01
2:38  10
 24
0:110 2:21  10
 17
6:63  10
+00
5:37  10
 05
1:78  10
+00
9:64  10
 23
88 Reaktionsraten
T
9
1H(p,e+)2H 2H(p,)3He 3He(,)7Be 3He(3He,2p)4He 4He(2,)12C
0:120 2:62  10
 17
8:09  10
+00
1:09  10
 04
3:49  10
+00
2:07  10
 21
0:130 3:06  10
 17
9:66  10
+00
2:03  10
 04
6:37  10
+00
2:72  10
 20
0:140 3:51  10
 17
1:14  10
+01
3:58  10
 04
1:09  10
+01
2:43  10
 19
0:150 3:99  10
 17
1:32  10
+01
5:97  10
 04
1:78  10
+01
1:60  10
 18
0:160 4:49  10
 17
1:51  10
+01
9:52  10
 04
2:79  10
+01
8:22  10
 18
0:180 5:53  10
 17
1:91  10
+01
2:17  10
 03
6:14  10
+01
1:22  10
 16
0:200 6:64  10
 17
2:36  10
+01
4:40  10
 03
1:21  10
+02
1:02  10
 15
T
9
7Li(p,)4He 7Be(e ,)7Li 7Be(p,)8B 7Be(,)11C 8B(p,)9C
0:001 1:13  10
 26
5:19  10
 09
1:95  10
 89
3:96  10
 44
0:002 2:79  10
 19
3:67  10
 09
7:69  10
 69
1:25  10
 33
0:003 1:05  10
 15
2:99  10
 09
1:60  10
 24
7:61  10
 59
1:53  10
 28
0:004 1:88  10
 13
2:59  10
 09
8:83  10
 22
1:54  10
 52
2:45  10
 25
0:005 7:45  10
 12
2:32  10
 09
7:83  10
 20
4:70  10
 48
4:64  10
 23
0:006 1:23  10
 10
2:12  10
 09
2:38  10
 18
1:24  10
 44
2:53  10
 21
0:007 1:15  10
 09
1:96  10
 09
3:64  10
 17
6:68  10
 42
6:13  10
 20
0:008 7:27  10
 09
1:83  10
 09
3:44  10
 16
1:20  10
 39
8:50  10
 19
0:009 3:44  10
 08
1:73  10
 09
2:29  10
 15
9:58  10
 38
7:83  10
 18
0:010 1:31  10
 07
1:64  10
 09
1:17  10
 14
4:17  10
 36
5:29  10
 17
0:011 4:23  10
 07
1:56  10
 09
4:86  10
 14
1:13  10
 34
2:81  10
 16
0:012 1:19  10
 06
1:50  10
 09
1:71  10
 13
2:10  10
 33
1:23  10
 15
0:013 2:99  10
 06
1:44  10
 09
5:29  10
 13
2:85  10
 32
4:61  10
 15
0:014 6:88  10
 06
1:39  10
 09
1:46  10
 12
3:00  10
 31
1:52  10
 14
0:015 1:46  10
 05
1:34  10
 09
3:66  10
 12
2:54  10
 30
4:47  10
 14
0:016 2:92  10
 05
1:30  10
 09
8:50  10
 12
1:79  10
 29
1:20  10
 13
0:018 9:90  10
 05
1:22  10
 09
3:76  10
 11
5:67  10
 28
6:87  10
 13
0:020 2:83  10
 04
1:16  10
 09
1:35  10
 10
1:11  10
 26
3:09  10
 12
0:025 2:31  10
 03
1:04  10
 09
1:74  10
 09
4:25  10
 24
6:24  10
 11
0:030 1:14  10
 02
9:47  10
 10
1:22  10
 08
3:93  10
 22
6:14  10
 10
0:040 1:16  10
 01
8:20  10
 10
2:05  10
 07
2:82  10
 19
1:70  10
 08
0:050 5:97  10
 01
7:33  10
 10
1:51  10
 06
2:95  10
 17
1:79  10
 07
0:060 2:08  10
+00
6:69  10
 10
6:90  10
 06
1:00  10
 15
1:07  10
 06
0:070 5:62  10
+00
6:20  10
 10
2:31  10
 05
1:65  10
 14
4:47  10
 06
0:080 1:27  10
+01
5:80  10
 10
6:22  10
 05
1:64  10
 13
1:44  10
 05
0:090 2:53  10
+01
5:47  10
 10
1:43  10
 04
1:13  10
 12
3:88  10
 05
0:100 4:58  10
+01
5:19  10
 10
2:94  10
 04
5:93  10
 12
9:07  10
 05
0:110 7:68  10
+01
4:94  10
 10
5:49  10
 04
2:50  10
 11
1:90  10
 04
0:120 1:21  10
+02
4:73  10
 10
9:54  10
 04
8:87  10
 11
3:66  10
 04
0:130 1:82  10
+02
4:55  10
 10
1:56  10
 03
2:74  10
 10
6:57  10
 04
0:140 2:62  10
+02
4:38  10
 10
2:43  10
 03
7:54  10
 10
1:11  10
 03
0:150 3:65  10
+02
4:23  10
 10
3:64  10
 03
1:89  10
 09
1:79  10
 03
0:160 4:93  10
+02
4:10  10
 10
5:25  10
 03
4:35  10
 09
2:77  10
 03
0:180 8:40  10
+02
3:87  10
 10
1:00  10
 02
1:91  10
 08
5:96  10
 03
0:200 1:33  10
+03
3:67  10
 10
1:75  10
 02
6:88  10
 08
1:15  10
 02
89
T
9
11B(p,)12C 11B(p,)8Be 9C(,p)12N 11C(p,)12N 12C(p,)13N
0:001 1:33  10
 43
7:80  10
 39
1:00  10
 99
3:79  10
 53
0:002 5:78  10
 33
3:39  10
 28
1:52  10
 91
4:15  10
 41
0:003 8:25  10
 28
4:90  10
 23
4:76  10
 78
2:84  10
 35
0:004 1:45  10
 24
8:68  10
 20
1:56  10
 69
1:35  10
 31
0:005 2:92  10
 22
1:77  10
 17
1:77  10
 63
5:53  10
 29
0:006 1:61  10
 20
1:01  10
 15
7:37  10
 59
5:43  10
 27
1:22  10
 24
0:007 4:28  10
 19
2:57  10
 14
3:59  10
 55
2:11  10
 25
4:83  10
 23
0:008 6:22  10
 18
3:69  10
 13
3:95  10
 52
4:31  10
 24
1:00  10
 21
0:009 5:89  10
 17
3:51  10
 12
1:47  10
 49
5:51  10
 23
1:30  10
 20
0:010 4:07  10
 16
2:43  10
 11
2:40  10
 47
4:94  10
 22
1:18  10
 19
0:011 2:21  10
 15
1:32  10
 10
2:06  10
 45
3:36  10
 21
8:15  10
 19
0:012 9:89  10
 15
5:91  10
 10
1:06  10
 43
1:83  10
 20
4:49  10
 18
0:013 3:77  10
 14
2:26  10
 09
3:59  10
 42
8:35  10
 20
2:06  10
 17
0:014 1:26  10
 13
7:54  10
 09
8:60  10
 41
3:27  10
 19
8:17  10
 17
0:015 3:77  10
 13
2:25  10
 08
1:54  10
 39
1:13  10
 18
2:85  10
 16
0:016 1:03  10
 12
6:14  10
 08
2:15  10
 38
3:52  10
 18
8:96  10
 16
0:018 6:02  10
 12
3:61  10
 07
2:27  10
 36
2:62  10
 17
6:78  10
 15
0:020 2:76  10
 11
1:66  10
 06
1:25  10
 34
1:47  10
 16
3:88  10
 14
0:025 5:82  10
 10
3:49  10
 05
3:82  10
 31
4:65  10
 15
1:28  10
 12
0:030 5:92  10
 09
3:55  10
 04
1:71  10
 28
6:44  10
 14
1:83  10
 11
0:040 1:72  10
 07
1:04  10
 02
1:20  10
 24
2:94  10
 12
8:86  10
 10
0:050 1:88  10
 06
1:13  10
 01
6:40  10
 22
4:42  10
 11
1:40  10
 08
0:060 1:17  10
 05
7:02  10
 01
7:56  10
 20
3:47  10
 10
1:14  10
 07
0:070 5:52  10
 05
3:02  10
+00
3:41  10
 18
1:80  10
 09
6:13  10
 07
0:080 2:72  10
 04
1:01  10
+01
7:94  10
 17
6:94  10
 09
2:45  10
 06
0:090 1:47  10
 03
2:82  10
+01
1:15  10
 15
2:17  10
 08
7:93  10
 06
0:100 7:11  10
 03
6:94  10
+01
1:17  10
 14
5:79  10
 08
2:18  10
 05
0:110 2:78  10
 02
1:55  10
+02
9:00  10
 14
1:36  10
 07
5:29  10
 05
0:120 8:79  10
 02
3:19  10
+02
5:58  10
 13
2:90  10
 07
1:16  10
 04
0:130 2:34  10
 01
6:12  10
+02
2:89  10
 12
5:71  10
 07
2:36  10
 04
0:140 5:39  10
 01
1:11  10
+03
1:30  10
 11
1:05  10
 06
4:49  10
 04
0:150 1:11  10
+00
1:91  10
+03
5:12  10
 11
1:83  10
 06
8:08  10
 04
0:160 2:07  10
+00
3:12  10
+03
1:83  10
 10
3:04  10
 06
1:39  10
 03
0:180 5:77  10
+00
7:36  10
+03
1:81  10
 09
7:67  10
 06
3:67  10
 03
0:200 1:29  10
+01
1:51  10
+04
1:37  10
 08
1:86  10
 05
8:66  10
 03
0:250 5:25  10
+01
5:95  10
+04
8:40  10
 07
2:04  10
 04
5:50  10
 02
0:300 1:28  10
+02
1:60  10
+05
1:72  10
 05
1:86  10
 03
2:78  10
 01
0:350 2:32  10
+02
3:42  10
+05
1:60  10
 04
1:00  10
 02
1:15  10
+00
0:400 3:56  10
+02
6:36  10
+05
8:75  10
 04
3:55  10
 02
3:81  10
+00
0:450 4:87  10
+02
1:08  10
+06
3:25  10
 03
9:40  10
 02
1:02  10
+01
0:500 6:18  10
+02
1:70  10
+06
9:06  10
 03
2:02  10
 01
2:28  10
+01
0:600 8:66  10
+02
3:66  10
+06
3:77  10
 02
6:17  10
 01
7:67  10
+01
0:700 1:09  10
+03
6:76  10
+06
8:87  10
 02
1:32  10
+00
1:81  10
+02
0:800 1:31  10
+03
1:12  10
+07
1:53  10
 01
2:28  10
+00
3:38  10
+02
0:900 1:53  10
+03
1:70  10
+07
2:46  10
 01
3:42  10
+00
5:42  10
+02
1:000 1:77  10
+03
2:40  10
+07
4:35  10
 01
4:66  10
+00
7:80  10
+02
90 Reaktionsraten
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13C(p,)14N 13C(,n)16O 13N(p,)14O 14N(p,)15O 14N(,)18F
0:007 2:00  10
 22
0:008 4:15  10
 21
1:05  10
 24
1:03  10
 24
0:009 5:39  10
 20
1:82  10
 23
1:78  10
 23
0:010 4:90  10
 19
2:13  10
 22
2:08  10
 22
0:011 3:37  10
 18
1:83  10
 21
1:77  10
 21
0:012 1:86  10
 17
1:22  10
 20
1:18  10
 20
0:013 8:54  10
 17
6:70  10
 20
6:44  10
 20
0:014 3:38  10
 16
3:11  10
 19
2:97  10
 19
0:015 1:18  10
 15
1:25  10
 18
1:19  10
 18
0:016 3:69  10
 15
4:47  10
 18
4:24  10
 18
0:018 2:79  10
 14
4:26  10
 17
4:00  10
 17
0:020 1:59  10
 13
2:97  10
 16
2:76  10
 16
0:025 5:18  10
 12
1:45  10
 14
1:31  10
 14
0:030 7:38  10
 11
2:82  10
 13
2:48  10
 13
0:040 3:54  10
 09
5:34  10
 24
2:13  10
 11
1:78  10
 11
0:050 5:53  10
 08
3:24  10
 21
4:62  10
 10
3:68  10
 10
0:060 4:50  10
 07
4:19  10
 19
4:84  10
 09
3:68  10
 09
0:070 2:40  10
 06
2:00  10
 17
3:17  10
 08
2:30  10
 08
1:05  10
 26
0:080 9:57  10
 06
4:80  10
 16
1:50  10
 07
1:04  10
 07
1:19  10
 24
0:090 3:08  10
 05
6:99  10
 15
5:58  10
 07
3:70  10
 07
7:27  10
 23
0:100 8:43  10
 05
6:99  10
 14
1:74  10
 06
1:11  10
 06
7:37  10
 21
0:110 2:04  10
 04
5:24  10
 13
4:70  10
 06
2:95  10
 06
5:67  10
 19
0:120 4:45  10
 04
3:12  10
 12
1:14  10
 05
7:37  10
 06
2:24  10
 17
0:130 8:95  10
 04
1:55  10
 11
2:51  10
 05
1:85  10
 05
5:04  10
 16
0:140 1:69  10
 03
6:57  10
 11
5:14  10
 05
4:85  10
 05
7:21  10
 15
0:150 3:00  10
 03
2:44  10
 10
9:90  10
 05
1:30  10
 04
7:18  10
 14
0:160 5:08  10
 03
8:12  10
 10
1:81  10
 04
3:40  10
 04
5:33  10
 13
0:180 1:30  10
 02
6:77  10
 09
5:27  10
 04
1:93  10
 03
1:48  10
 11
0:200 2:93  10
 02
4:21  10
 08
1:34  10
 03
8:26  10
 03
2:09  10
 10
0:250 1:54  10
 01
1:70  10
 06
9:23  10
 03
1:14  10
 01
2:32  10
 08
0:300 5:81  10
 01
3:14  10
 05
4:61  10
 02
6:40  10
 01
5:10  10
 07
0:350 1:96  10
+00
3:57  10
 04
2:03  10
 01
2:12  10
+00
4:47  10
 06
0:400 6:04  10
+00
2:88  10
 03
7:98  10
 01
5:09  10
+00
2:22  10
 05
0:450 1:69  10
+01
1:76  10
 02
2:67  10
+00
9:85  10
+00
7:58  10
 05
0:500 4:20  10
+01
8:42  10
 02
7:45  10
+00
1:64  10
+01
2:00  10
 04
0:600 1:82  10
+02
1:06  10
+00
3:67  10
+01
3:42  10
+01
8:73  10
 04
0:700 7:18  10
+00
1:16  10
+02
5:48  10
+01
2:83  10
 03
0:800 3:18  10
+01
8:75  10
 03
0:900 1:04  10
+02
2:71  10
 02
1:000 2:75  10
+02
7:81  10
 02
1:250 1:73  10
+03
6:57  10
 01
1:500 6:74  10
+03
2:90  10
+00
1:750 1:99  10
+04
8:36  10
+00
2:000 4:84  10
+04
1:88  10
+01
2:500 1:87  10
+05
5:14  10
+01
3:000 4:88  10
+05
1:05  10
+02
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15N(p,)16O 15N(p,)12C 16O(p,)17F 17O(p,)18F 17O(p,)14N
0:001 6:15  10
 56
6:57  10
 63
4:03  10
 63
2:17  10
 62
0:002 1:81  10
 42
3:38  10
 48
2:38  10
 48
1:19  10
 47
0:003 6:17  10
 36
4:58  10
 41
3:47  10
 41
1:60  10
 40
0:004 8:12  10
 32
1:43  10
 36
1:14  10
 36
4:83  10
 36
0:005 6:90  10
 29
7:12  10
 26
2:24  10
 33
1:86  10
 33
7:21  10
 33
0:006 1:18  10
 26
1:24  10
 23
6:11  10
 31
5:25  10
 31
1:85  10
 30
0:007 7:01  10
 25
7:59  10
 22
5:36  10
 29
4:73  10
 29
1:53  10
 28
0:008 2:08  10
 23
2:27  10
 20
2:15  10
 27
1:94  10
 27
5:70  10
 27
0:009 3:67  10
 22
4:01  10
 19
4:85  10
 26
4:52  10
 26
1:27  10
 25
0:010 4:33  10
 21
4:76  10
 18
7:10  10
 25
6:73  10
 25
1:71  10
 24
0:011 3:75  10
 20
4:14  10
 17
7:41  10
 24
7:14  10
 24
1:65  10
 23
0:012 2:54  10
 19
2:81  10
 16
5:90  10
 23
5:77  10
 23
1:23  10
 22
0:013 1:40  10
 18
1:56  10
 15
3:77  10
 22
3:73  10
 22
7:46  10
 22
0:014 6:55  10
 18
7:31  10
 15
2:01  10
 21
2:01  10
 21
3:80  10
 21
0:015 2:66  10
 17
2:98  10
 14
9:16  10
 21
9:29  10
 21
1:68  10
 20
0:016 9:56  10
 17
1:08  10
 13
3:67  10
 20
3:76  10
 20
6:63  10
 20
0:018 9:22  10
 16
1:04  10
 12
4:27  10
 19
4:47  10
 19
8:71  10
 19
0:020 6:50  10
 15
7:39  10
 12
3:53  10
 18
3:82  10
 18
1:35  10
 17
0:025 3:25  10
 13
3:74  10
 10
2:42  10
 16
3:83  10
 16
1:13  10
 14
0:030 6:41  10
 12
7:48  10
 09
6:03  10
 15
2:17  10
 14
1:37  10
 12
0:040 4:96  10
 10
5:87  10
 07
6:48  10
 13
6:54  10
 12
5:23  10
 10
0:050 1:09  10
 08
1:31  10
 05
1:79  10
 11
2:13  10
 10
1:73  10
 08
0:060 1:16  10
 07
1:45  10
 04
2:23  10
 10
2:14  10
 09
1:69  10
 07
0:070 7:64  10
 07
1:00  10
 03
1:66  10
 09
1:12  10
 08
8:34  10
 07
0:080 3:63  10
 06
5:04  10
 03
8:69  10
 09
4:06  10
 08
2:69  10
 06
0:090 1:36  10
 05
1:99  10
 02
3:51  10
 08
1:25  10
 07
6:59  10
 06
0:100 4:23  10
 05
6:53  10
 02
1:16  10
 07
3:89  10
 07
1:35  10
 05
0:110 1:15  10
 04
1:87  10
 01
3:31  10
 07
1:28  10
 06
2:47  10
 05
0:120 2:78  10
 04
4:77  10
 01
8:35  10
 07
4:12  10
 06
4:33  10
 05
0:130 6:16  10
 04
1:12  10
+00
1:91  10
 06
1:21  10
 05
7:63  10
 05
0:140 1:27  10
 03
2:44  10
+00
4:01  10
 06
3:17  10
 05
1:38  10
 04
0:150 2:46  10
 03
4:97  10
+00
7:87  10
 06
7:41  10
 05
2:54  10
 04
0:160 4:53  10
 03
9:75  10
+00
1:46  10
 05
1:57  10
 04
4:63  10
 04
0:180 1:35  10
 02
3:28  10
+01
4:32  10
 05
5:43  10
 04
1:40  10
 03
0:200 3:52  10
 02
9:64  10
+01
1:10  10
 04
1:46  10
 03
3:60  10
 03
0:250 2:44  10
 01
8:80  10
+02
7:09  10
 04
8:24  10
 03
2:85  10
 02
0:300 1:05  10
+00
4:66  10
+03
2:92  10
 03
2:52  10
 02
3:55  10
 01
0:350 3:17  10
+00
1:66  10
+04
8:96  10
 03
5:78  10
 02
3:66  10
+00
0:400 7:48  10
+00
4:48  10
+04
2:25  10
 02
1:28  10
 01
2:25  10
+01
0:450 1:49  10
+01
9:86  10
+04
4:89  10
 02
3:11  10
 01
9:23  10
+01
0:500 2:58  10
+01
1:88  10
+05
9:52  10
 02
7:90  10
 01
2:84  10
+02
0:600 5:90  10
+01
4:91  10
+05
2:83  10
 01
4:12  10
+00
1:51  10
+03
0:700 1:07  10
+02
9:85  10
+05
6:73  10
 01
1:45  10
+01
4:93  10
+03
0:800 1:68  10
+02
1:64  10
+06
1:37  10
+00
3:74  10
+01
1:19  10
+04
0:900 2:46  10
+02
2:35  10
+06
2:48  10
+00
7:75  10
+01
2:37  10
+04
1:000 3:50  10
+02
3:37  10
+06
4:14  10
+00
1:38  10
+02
4:11  10
+04
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18O(p,)19F 18O(p,)15N 18O(,)22Ne 19F(p,)16O 22Ne(,n)25Ng
0:001 9:82  10
 63
1:21  10
 59
5:51  10
 66
0:002 6:01  10
 48
7:47  10
 45
5:91  10
 50
0:003 8:91  10
 41
1:12  10
 37
3:54  10
 42
0:004 2:98  10
 36
3:78  10
 33
2:84  10
 37
0:005 6:83  10
 33
8:18  10
 30
8:74  10
 34
0:006 4:81  10
 30
5:20  10
 27
4:00  10
 31
0:007 8:01  10
 28
8:32  10
 25
5:32  10
 29
0:008 4:00  10
 26
4:13  10
 23
3:00  10
 27
0:009 8:54  10
 25
8:85  10
 22
1:03  10
 25
0:010 1:01  10
 23
1:05  10
 20
1:78  10
 24
0:011 7:84  10
 23
8:34  10
 20
2:28  10
 23
0:012 4:59  10
 22
5:00  10
 19
2:20  10
 22
0:013 2:21  10
 21
2:48  10
 18
1:68  10
 21
0:014 9:39  10
 21
1:08  10
 17
1:05  10
 20
0:015 3:64  10
 20
4:31  10
 17
5:52  10
 20
0:016 1:31  10
 19
1:58  10
 16
2:53  10
 19
0:018 1:39  10
 18
1:71  10
 15
3:72  10
 18
0:020 1:13  10
 17
1:40  10
 14
3:76  10
 17
0:025 8:24  10
 16
9:94  10
 13
3:88  10
 15
0:030 2:30  10
 14
2:61  10
 11
1:33  10
 13
0:040 5:39  10
 12
3:07  10
 09
2:27  10
 11
0:050 4:75  10
 10
1:01  10
 07
8:72  10
 10
0:060 2:07  10
 08
2:91  10
 06
1:41  10
 08
0:070 5:55  10
 07
7:93  10
 05
1:53  10
 24
1:30  10
 07
0:080 7:81  10
 06
1:17  10
 03
5:08  10
 23
8:13  10
 07
0:090 6:28  10
 05
9:63  10
 03
9:20  10
 22
3:95  10
 06
0:100 3:32  10
 04
5:19  10
 02
2:73  10
 20
1:65  10
 05
0:110 1:28  10
 03
2:04  10
 01
1:09  10
 18
6:40  10
 05
0:120 3:93  10
 03
6:30  10
 01
2:72  10
 17
2:33  10
 04
2:33  10
 25
0:130 1:00  10
 02
1:62  10
+00
4:20  10
 16
7:83  10
 04
8:64  10
 24
0:140 2:23  10
 02
3:62  10
+00
4:36  10
 15
2:43  10
 03
1:96  10
 22
0:150 4:40  10
 02
7:22  10
+00
3:29  10
 14
6:92  10
 03
3:03  10
 21
0:160 1:92  10
 13
3:51  10
 20
0:180 3:62  10
 12
2:68  10
 18
0:200 3:79  10
 11
1:23  10
 16
0:250 2:95  10
 09
2:30  10
 13
0:300 7:33  10
 08
4:06  10
 11
0:350 9:38  10
 07
1:64  10
 09
0:400 7:16  10
 06
2:60  10
 08
0:450 3:63  10
 05
2:27  10
 07
0:500 1:35  10
 04
1:33  10
 06
0:600 9:74  10
 04
2:45  10
 05
0:700 3:94  10
 03
3:04  10
 04
0:800 1:11  10
 02
2:69  10
 03
0:900 2:46  10
 02
1:68  10
 02
1:000 4:63  10
 02
7:81  10
 02
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Anhang C Symbolverzeichnis
Alle Symbole, die in dieser Arbeit vorkommen, werden mit der verwendeten Bezeich-
nung und den zugeho¨rigen cgs-Einheiten aufgelistet. Das Verzeichnis ist nach alpha-
betischer Reihenfolge sortiert, wobei griechische Symbole vor lateinischen Symbolen
platziert sind. Die verwendeten Werte von Konstanten sind in einer eigenen Tabelle
am Ende des Kapitels aufgefu¨hrt.
Symbol Einheiten Beschreibung
 1 Druckkompressibilita¨t


1 Turbulenter Viskosita¨tsparameter

M
1 Diffusionsla¨ngen-Parameter

ML
1 Mischungsla¨ngen-Parameter

s
1 Turbulenter Treiber-Parameter

t
1 Overshootingla¨ngen-Parameter
A
i
1 Atomgewicht
 1 Gasdruckanteil
B erg s 1 cm 2 Planckfunktion
c
i
1 Koeffizienten in Ratengleichungen
c
D
1 Turbulenter Dissipationsparameter
c
P
erg g 1 K 1 Spezifische Wa¨rme bei konstantem Druck
 1 Temperaturkompressibilita¨t
D cm2 s 1 Diffusionskonstante


erg g 1 s 1 Spezifische Neutrinoenergie

g
erg g 1 s 1 Spezifische gravitative Energie

nuc
erg g 1 s 1 Energieeintrag durch Kernreaktionen
e erg g 1 Spezifische innere Energie
E erg Innere Energie
E
Q
erg cm 3 s 1 Turbulente viskose Energieerzeugung
F erg s 1 cm 2 Gesamtfluss
F
conv
erg s 1 cm 2 Konvektiver Fluss
F
rad
erg s 1 cm 2 Strahlungsfluss
H erg s 1 cm 2 Erstes Moment des Strahlungsfeldes
H
P
cm Druckskalenho¨he
j
i
erg s 1 cm 2 Konzentrationsfluss
j
t
erg s 1 cm 2 Turbulenter kinetischer Energiefluss
j
w
erg s 1 cm 2 Konvektiver Enthalpiefluss
J erg s 1 cm 2 Nulltes Moment des Strahlungsfeldes
 cm2 g 1 Opazita¨t
 cm2 g 1 Opazita¨t (Mittelwert in Atmospha¨re)
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Symbol Einheiten Beschreibung

i
s 1 Reaktionsrate von Einer-Reaktionen
~

i
cm3 Mol 1 s 1 Reaktionsrate mit Protoneneinfang

jk
cm3 Mol 1 s 1 Reaktionsrate von Zweier-Reaktionen

jkl
cm3 Mol 1 s 1 Reaktionsrate von Dreier-Reaktionen
 cm Mischungswegla¨nge
l erg s 1 Leuchtkraft
l
ph
cm Mittlere freie Wegla¨nge der Photonen
L erg s 1 Gesamtleuchtkraft
L
g
erg s 1 Gravitative Leuchtkraft
 1 Molekulargewicht

Q
cm2 s 1 Turbulente Viskosita¨t

red
g Reduzierte Masse
m g Masse
m
i
g Masse der i-ten Spezies
m
i
g Masse innerhalb der i-ten Massenschale
M g Gesamtmasse
n
i
cm 3 Teilchenzahldichte der i-ten Spezies
n cm 3 Nukleonenzahl pro Volumen
N
i
1 Vielfachheit der i-ten Spezies pro Reaktion
 dyn cm s 1 Gravitationspotential
 
i
1 Chemischer Potential-Ausdruck
 cm3 s 3 K 1 Geschwindigkeits-Entropie-Korrelation
P dyn cm 2 Gesamtdruck
P
gas
dyn cm 2 Gasdruck
P
rad
dyn cm 2 Strahlungsdruck
P
t
dyn cm 2 Turbulenter Druck
q erg g 1 Spezifische Wa¨rmemenge
q

MeV Energieverlust durch Neutrinos
Q erg Wa¨rmemenge
Q
i
MeV Freigesetzte Energie der i-ten Reaktion
 g cm 3 Dichte
 g cm 3 Mittlere Sterndichte
~ g cm 3 Nukleonendichte

c
g cm 3 Zentraldichte
r cm Radius
R cm Gesamtradius

D
g2 s 1 Diffusionseffizienz
(v) cm2 Wirkungsquerschnitt
s erg K 1 g 1 Spezifische Entropie
S erg K 1 Entropie
~
S erg s 1 cm 2 Quellfunktion der Strahlung
S
!
erg g 1 s 1 Turbulente Treiberfunktion
~
S
!
erg g 1 s 1 Turbulente Dissipationsfunktion
 1 Optische Tiefe
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Symbol Einheiten Beschreibung

Entw
s Entwicklungszeitskala

hydr
s Hydrodynamische Zeitskala
t s Zeit
T K Temperatur
T
c
K Zentraltemperatur
T
e
K Effektivtemperatur
u cm s 1 Materiegeschwindigkeit
u
c
cm s 1 Konvektive Geschwindigkeit
u
D
cm s 1 Diffusionsgeschwindigkeit
U
Q
g cm 2 s 2 Turbulente viskose Impulserzeugung
v cm s 1 Geschwindigkeit
v
sp
cm3 g 1 Spezifisches Volumen
V cm3 Volumen
V
r
cm s 1 Radialgeschwindigkeit
! erg g 1 Spezifische turbulente kinetische Energie
w erg g 1 Spezifische Enthalpie
w
mech
erg g 1 Spezifische mechanische Arbeit
W
i
amu Atommasse des i-ten Elements
W erg Mechanische Arbeit
 1 Chemisches Potential
X
i
1 Massenkonzentration des i-ten Elements
X
c
1 Zentrale Massenkonzentration
~
X
i
1 Massenkonzentration der Nukleonen
y Lo¨sungsvektor von LIMEX
Y
i
1 Spezifische Ha¨ufigkeit bezogen auf Nukleonenzahl
Z
i
1 Ladungszahl
r 1 Temperaturgradient der Schichtung
r
ad
1 Adiabatischer Temperaturgradient
r
e
1 Temperaturgradient (siehe Text)
r
rad
1 Temperaturgradient durch Strahlung
Symbol Wert Beschreibung
c 2:99792458  10
10 cm s 1 Lichtgeschwindigkeit
G 6:672  10
 8 dyn cm2 g 2 Gravitationskonstante
a 7:565  10
 15 erg cm 2 s 1 K 4 Strahlungskonstante
N
A
6:0221  10
23 mol 1 Avogadrokonstante
k
B
1:38062  10
 16 erg K 1 mol 1 Boltzman-Konstante
 5:66956  10
 5 erg cm 3 K 4 Stefan-Boltzman-Konstante
R 8:3143  10
7 erg mol 1 K 1 Gaskonstante
M

1:9891  10
33 g Sonnenmasse
L

3:862  10
33 g Sonnenleuchtkraft
R

6:9599  10
10 g Sonnenradius
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